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Предлагается подход к построению цифрового регулятора, стабилизирующего непрерывную пере-
ключаемую линейную систему с соизмеримыми запаздываниями в управлении. Подход к стабили-
зации последовательно включает в себя построение переключаемой непрерывно-дискретной замкну-
той системы с цифровым регулятором, переход к ее дискретной модели, представляемой в виде пере-
ключаемой системы с режимами различных порядков, построение дискретного динамического
регулятора на основе квадратичного условия устойчивости замкнутой переключаемой дискретной
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1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа посвящена одной из акту-
альных задач для управляемых переключаемых
линейных систем, а именно задаче стабилизации
нулевого положения равновесия таких систем.
При этом особенный интерес представляет слу-
чай, когда переключающий сигнал, определяю-
щий активный режим системы в каждый момент
времени, является не наблюдаемым, т.е. не до-
ступным для измерения. В этом случае, фактиче-
ски, речь идет об управлении системой в условиях
неопределенности, обусловленной непредсказуе-
мым скачкообразным изменением ее математи-
ческой модели в процессе функционирования. И,
таким образом, указанную задачу управления
можно отнести к классу задач об универсальных
стабилизаторах. Традиционно для решения задач
построения универсальных стабилизаторов ис-
пользуются методы теории робастного управле-
ния, теории адаптивного управления, теории аб-
солютной устойчивости, теории систем с пере-

менной структурой [1–4]. В работах [5, 6] для
стабилизации переключаемых линейных систем
было предложено использовать методы теории
одновременной стабилизации [7], позволяющие
находить универсальные регуляторы, стабилизи-
рующие каждый режим переключаемой системы
в отдельности и, таким образом, обеспечиваю-
щие необходимое условие стабилизации этой си-
стемы.

Однако, несмотря на достаточно активное раз-
витие методов анализа и синтеза переключаемых
систем управления, в настоящее время пробле-
мам управления переключаемыми системами с
запаздыванием посвящено сравнительно немно-
го публикаций. Основной набор методов, ис-
пользуемых для решения задач стабилизации пе-
реключаемых линейных систем с запаздыванием,
в наиболее полном объеме приведен едва ли не в
единственном источнике – в монографии [8].
А именно, в ней рассмотрен подход к стабилиза-
ции по фазовому вектору линейных стационар-
ных переключаемых систем с постоянным или за-
висящим от времени запаздыванием в фазовых
координатах с использованием аналогового про-
порционально-интегрально-дифференциально-
го регулятора. Настоящая работа посвящена про-
блеме стабилизации переключаемых линейных
систем с запаздыванием в управлении с исполь-
зованием другого типа регулятора – цифрового
стабилизатора, работающего по измеряемой вы-
ходной переменной.
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В статье [9] исследовалась проблема цифровой
стабилизации переключаемой линейной системы
с запаздыванием в управлении. При этом предпо-
лагалось, что запаздывание одинаковое для всех
режимов рассматриваемой переключаемой си-
стемы. Для указанной системы была сформули-
рована задача построения цифрового стабилизи-
рующего регулятора в форме динамической об-
ратной связи по выходу. В результате для ее
решения был предложен алгоритм, включающий
два основных шага – переход от исходной непре-
рывной системы к ее точной дискретной модели
(вообще говоря, более высокого динамического по-
рядка) и поиск дискретного динамического регуля-
тора для полученной переключаемой дискретной
системы. Одним из важных предположений, при
котором решалась указанная задача, являлось усло-
вие синхронности моментов переключений стаби-
лизируемой системы с моментами времени работы
дискретного регулятора.

В настоящей работе предлагается обобщить
приведенную задачу стабилизации на случай, ко-
гда режимы переключаемой системы имеют раз-
личные запаздывания в управлении.

Итак, рассматривается непрерывная переклю-
чаемая линейная система со скалярным входом и
скалярным выходом с соизмеримыми запаздыва-
ниями в управлении

(1)

где  – непрерывная справа
кусочно-постоянная функция (переключающий
сигнал);  – множество переключающих сигна-
лов , точки разрыва которых принадлежат мно-
жеству , где  – некоторое положительное чис-
ло, а ;  – вектор состояния,

 – измеряемый скалярный выход,  –
управляющий вход;  – композиция
отображения  и переключающе-
го сигнала ; ,  и  –
аналогичные композиции для отображений b:

, , .
Здесь  – величины постоянных запаздыва-
ний, причем  и  – рациональные числа
для любых . Далее считаем, что переключа-
ющий сигнал  не доступен для измерения в
процессе функционирования системы (1).

Значение функции  в каждый момент времени
определяет активный режим  переключае-
мой системы (1), описываемый линейной стацио-
нарной системой с запаздыванием в управлении
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Решением уравнения состояния системы (1)
при заданном управлении  (считаем, что

 при ), начальном условии  и
переключающем сигнале  является реше-
ние линейной нестационарной системы с запаз-
дыванием

(2)

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ СТАБИЛИЗАЦИИ

Построение цифрового алгоритма управления
для переключаемой линейной системы (1) пред-
полагает построение соответствующей непре-
рывно-дискретной системы, включающей циф-
ровой регулятор. Такая система описывается с
помощью дифференциально-разностных уравне-
ний. Приведем в явном виде эти уравнения.

Цифровой регулятор для непрерывной систе-
мы представляется в виде последовательного со-
единения трех звеньев: идеального квантователя
(модель аналого-цифрового преобразователя),
преобразующего аналоговый сигнал  в дис-
кретную (решетчатую) функцию 
( , ); дискретного регулятора (алго-
ритм работы для цифрового вычислительного
устройства)

(3)

и формирующего элемента (модель цифро-ана-
логового преобразователя)

(4)

Здесь  – период квантования по времени  (счи-
таем, что ),  – целая часть действительного
числа, , , ,  (r – поря-
док регулятора), , ,  – дискретные функции,
определенные на последовательности , фор-
мирующий элемент представлен фиксатором ну-
левого порядка [10].

Замыкая систему (1) регулятором (3)–(4), полу-
чаем замкнутую непрерывно-дискретную (диффе-
ренциально-разностную) систему

(5)

где управляющая функция u описывается следу-
ющим образом
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(6)

Система (5) записана при условии, что моменты

времени  и  согласованы , т.е.

По аналогии с уравнением состояния системы
(1) решением уравнения состояния системы (5)
при заданном управлении  (считаем, что

 при ), начальных условиях ,
 и переключающем сигнале  будем

считать решение линейной нестационарной диф-
ференциально-разностной системы с запаздыва-
нием

Замкнутую непрерывно-дискретную систему
(5) будем называть -устойчивой, а регулятор
(3)–(4) стабилизирующим, если для любых ,

 и  для соответствующего решения вы-
полнено:

(7)

Здесь под нормой вектора понимается евклидова
норма. Теперь приведем точную постановку зада-
чи стабилизации.

Задача. Для переключаемой линейной систе-
мы (1) с заданным γ > 0 построить цифровой регу-
лятор вида (3)–(4), обеспечивающий -устой-
чивость замкнутой непрерывно-дискретной си-
стемы (5).

Задачу построения цифрового стабилизатора
для непрерывно-дискретной системы (5) сведем к
задаче построения дискретного стабилизатора
для соответствующей дискретной модели. При
этом необходимо обеспечить выполнение усло-
вий согласованности, гарантирующих эквива-
лентность свойства устойчивости замкнутой не-
прерывно-дискретной системы (5) и ее дискрет-
ной модели, замкнутой тем же регулятором.

3. ПЕРЕХОД К ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ
Для решения сформулированной задачи ста-

билизации перейдем от непрерывно-дискретной
системы (5) к ее дискретной модели. Для этого
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воспользуемся методом точной дискретизации
[10, с. 81; 11, c. 40], в соответствии с которым вна-
чале строится дискретная модель для исходной
системы (1), а затем она замыкается дискретным
регулятором (3).

Выберем константы  и  так, чтобы,
во-первых, выполнялось равенство  и, во-
вторых, нашлись бы константы  ( ), для
которых  (заметим, что это всегда можно
сделать в силу соизмеримости запаздываний).

Заметим теперь, что если , то на ре-
шения системы (5) влияют значения переключа-
ющего сигнала только в моменты  ( ,
...). Поэтому будем в дальнейшем для дискретной
модели переключаемой системы (5) в качестве
переключающих сигналов рассматривать соот-
ветствующие решетчатые функции  ( ,

), а множество таких функций обозна-
чать через . Обозначим через  решетча-
тую вектор-функцию для вектора состояния 
системы (1).

Итак, пусть в момент времени  вектор
состояния системы (1) равен  и . То-
гда, используя формулу Коши для решений ли-
нейной стационарной неоднородной системы,
имеем

Поскольку на входе непрерывной системы (1)
действует фиксатор нулевого порядка, то

 для всех . Сле-
довательно,

Выполнив под интегралом замену переменной
, получим

Введем обозначения

(8)
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(9)

Используя введенные обозначения и учиты-
вая, что , получим дискретную модель -го
режима системы (1) в следующем виде

(10)

где

– расширенный вектор состояния дискретной
модели i-го режима системы (1),

– блочные матрица и векторы. Здесь ,  – нуле-
вая и единичная матрицы соответствующих раз-
мерностей.

Таким образом, получаем дискретную модель
системы (1) в виде переключаемой дискретной
системы вида

(11)

Теперь заметим, что режимы (10) построенной
переключаемой дискретной системы (11) уже не
содержат запаздываний, однако имеют различ-
ные динамические порядки, поскольку 
для каждого . В связи с этим, для того чтобы
определить решение уравнения состояния полу-
ченной переключаемой системы, необходимо ре-
шить вопрос о согласовании начальных условий
для уравнений состояния различных режимов
при переключениях между ними.

Итак, пусть в момент времени  режим  пе-
реключаемой системы (11) сменяется режимом i,
причем . Тогда, учитывая (8) и (9), зададим

начальное значение для вектора состояния 
-го режима в момент  следующим образом

(12)
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где  – конечные значения первых n
компонент вектора состояния  j-го режима на
предыдущем промежутке времени.

Решением уравнения состояния переключае-
мой системы (11) при заданном управлении , пе-
реключающем сигнале  и начальном

условии  будем называть дискретную
вектор-функцию  (p = ), сов-
падающую на каждом промежутке активности -го
режима ( ) с вектор-функцией .
При этом вектор-функция

порождается решением уравнения состояния i-го
режима (10) на соответствующем промежутке ак-
тивности  этого режима с начальными
условиями (12).

При введенном выше согласовании начальных
условий в моменты переключений системы (11),
выполняется свойство точной дискретизации [10,
c. 81]

где  – решение уравнения состояния непре-
рывной системы (1) при фиксированном управ-
лении  и заданных , , а  –
вектор, образованный первыми n компонентами
вектора  решения соответствующей дискрет-
ной системы (11) при согласованных начальных
условиях

(13)

Замыкая систему (11) регулятором (3), полу-
чим дискретную модель замкнутой непрерывно-
дискретной системы (5)

(14)

Решением системы (14) считаем вектор
. Замкнутую дискретную переключа-

емую систему (14) будем называть -устойчи-

 1[ ], , [ ]nx lT x lT
jx

u
γσ ∈ 0,[ ]S

σσ +∈( [0])[0] n lx R
+∈[ ] n px lT R arg max i il

i
∈i I +∈( )[ ]i n px lT R

+
+ +

−
∈

 


( )
1

1

[ ]( [ ], ,

[ ], [ ], [ ],0, ,0)
i

i

i

n p
n n n l

p l

x lT x lT

x lT x lT x lT R

 ˆ[ ; ]lT lT





= 1( )| = [ ] = ( [ ], , [ ]) ,

= 0,1, ,
t lT nx t x lT x lT x lT

l

( )x t

u γσ ∈ 0,S ∈(0) nx R [ ]x lT

[ ]x lT

σ

σ

σ

σ
+

σ
+

                            

 



(0)

( [0])
1 1

( [0])

( [0])
1

( [0])

[0] (0)

[0] (0)
= .

0[0]

0[0]

n n

n

n l

x x

x x

x

x

σ σ
σ σ σ σ

σ
σ γ

 + + +


+ + σ ∈

v

v v

( ) ( )

( )
0,

[( 1) ] = ( ) [ ] [ ],

[( 1) ] = [ ] [ ], [ ] .

x l T A b hc x lT b H lT

l T qc x lT Q lT S

 v
( [ ] [ ])x lT lT

γ0,[ ]S



86

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 514  2023

ИЛЬИН, ФУРСОВ

вой, если для любых начальных условий ,
, и  для соответствующего решения

выполнено:

(15)

На основании результатов работы [9] сформу-
лируем теорему о согласованности свойства
устойчивости систем (5) и (14).

Теорема 1. Непрерывно-дискретная система (5)
-устойчива тогда и только тогда, когда -

устойчива переключаемая дискретная система (14).
Таким образом, поставленная в п. 2 задача ста-

билизации, в соответствии с теоремой 1, может
быть сведена к задаче стабилизации по выходу
дискретной системы (11) дискретным регулято-
ром (3).

4. ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ 
УСТОЙЧИВОСТИ ЗАМКНУТОЙ 

ДИСКРЕТНОЙ СИСТЕМЫ

Прежде чем перейти к проблеме построения
стабилизирующей обратной связи для системы
(11), рассмотрим вопрос о проверке устойчивости
замкнутой системы (14). Одно из известных [9,
12–15] достаточных условий устойчивости пере-
ключаемой линейной системы при произвольных
переключениях основано на проверке факта су-
ществования общей функции Ляпунова для ко-
нечного набора режимов этой системы. А имен-
но, справедлива следующая теорема [9].

Теорема 2. Пусть существует положительно
определенная матрица , удовлетворяющая систе-
ме линейных матричных неравенств

Тогда дискретная переключаемая линейная система

(16)

-устойчива.
Для того чтобы применить сформулированное

достаточное условие для проверки -устойчи-
вости замкнутой системы (14), применим к ней
метод расширения динамического порядка [7, 16,
17] для приведения всех ее режимов к единой раз-
мерности. В соответствии с данным методом со-
поставим системе (14) переключаемую линейную
(n + p)-мерную систему вида

(17)
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где

– блочные матрица и векторы. Здесь  – произ-
вольные устойчивые матрицы порядка , O –
нулевая матрица соответствующей размерности.
Система (17) является динамическим расширени-
ем системы (14). Заметим, что динамическое рас-
ширение определяется неоднозначно и зависит
от выбора устойчивых матриц .

Опираясь на результаты работы [16], сформу-
лируем следующую теорему о связи устойчивости
систем (14) и (17).

Теорема 3. Пусть некоторое динамическое рас-
ширение (17) дискретной переключаемой системы
(14) -устойчиво, тогда система (14) также

-устойчива.

Таким образом, проверка -устойчивости
дискретной системы (14) может быть сведена к
проверке -устойчивости некоторого ее дина-
мического расширения (17) с использованием
сформулированного выше достаточного условия
(теорема 2).

5. ЧИСЛЕННАЯ ПРОЦЕДУРА ПОИСКА 
СТАБИЛИЗИРУЮЩЕГО РЕГУЛЯТОРА

Теорема 1 позволяет свести задачу построения
цифрового стабилизатора (3), (4) для непрерыв-
ной переключаемой системы (1) к задаче постро-
ения дискретного регулятора (3), стабилизирую-
щего дискретную переключаемую систему (11).
Решение этой задачи существенно усложняет
предположение о ненаблюдаемости переключаю-
щего сигнала в процессе функционирования рас-
сматриваемой переключаемой системы. В связи с
этим для решения указанной задачи, по аналогии
с работой [9], воспользуемся методами теории од-
новременной стабилизации [7]. Поскольку регу-
лятор, стабилизирующий переключаемую систе-
му, должен стабилизировать каждый режим этой
системы в отдельности, то синтез соответствую-
щего дискретного регулятора, фактически, мож-
но свести к задаче об одновременной стабилиза-
ции конечного семейства дискретных объектов
(10) ( ) единым регулятором вида (3).

Для решения задачи об одновременной стаби-
лизации по выходу конечного семейства дискрет-
ных объектов (10), в соответствии с методами, из-
ложенными в монографии [7]:
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1) необходимо перейти к описанию этих объ-
ектов через передаточные функции

(18)

2) с помощью вычислительных процедур на
основе алгоритма SIVIA [7, 18] построить для се-
мейства дискретных объектов (18) множество 
одновременно стабилизирующих регуляторов в
виде передаточных функций порядка 

(19)

Далее, пусть множество одновременно стаби-
лизирующих регуляторов  не пусто и .
В соответствии с методами теории реализации
[19], перейдем от описания регулятора в виде пе-
редаточной функции (19) к его описанию в про-
странстве состояний, т.е. к виду (3). Тогда, в силу
того, что рассматриваемый регулятор одновре-
менно стабилизирующий, то он обеспечивает для
всех  асимптотическую устойчивость
замкнутых систем

(20)

Однако одновременно стабилизирующий ре-
гулятор гарантирует лишь необходимое условие
устойчивости замкнутой переключаемой системы
(устойчивость каждого режима в отдельности, но не
гарантирует устойчивость переключаемой систе-
мы), поэтому необходимо обеспечить дополнитель-
ную проверку стабилизирующих свойств регулято-
ров из множества .

Известно [7], что множеству регуляторов 
можно поставить в соответствие объединение 
конечного набора параллелотопов в пространстве

 коэффициентов их передаточных функций
(19). Учитывая это, приведем один из возможных
вариантов реализации численного алгоритма вы-
бора на множестве  стабилизирующего регуля-
тора для переключаемой системы (11).

Шаг 1. На множестве  в пространстве 
построим равномерную сетку.

Шаг 2. Для каждого j-го узла сетки, соответ-
ствующего некоторому одновременно стабили-
зирующему регулятору, выпишем соответствую-
щую замкнутую систему вида (11), для которой
построим произвольное динамическое расшире-
ние вида (17).

Шаг 3. Выполним проверку системы (17) на
-устойчивость, используя теорему 2 п. 4. Ес-

−

+ −
+ −

+ + −
+ −

β−
α

+ + +
=

+ + + +



1

( ) 1 ( ) ( )
1 1 0
( ) 1 ( ) ( )

1 1 0

( )( ) = ( ) = =
( )

;
i

i

i i

i

i
i i i i

i
i n l i i

n l
n l i n l i i

n l

zW z c zI A b
z

b z b z b

z a z a z a

5

r
−

−
−

−

+ + + +
+ + +




1
1 1 0

1
1 1 0

( )( ) = = .
( )

r r
r r

r r
r

p z p z p z pp zR z
g z z g z g z g

5 ∈ 5( )R z

= 1, ,i m

γ

 + + +


+ + σ ∈

v

v v

( ) ( )

( )
0,

[( 1) ] = ( ) [ ] [ ],

[( 1) ] = [ ] [ ], [ ] .

i i
i i i i
i

i

x l T A b hc x lT b H lT

l T qc x lT Q lT S

5

5
3

+2 1rR

5

3 +2 1rR

γ0,[ ]S

ли хотя бы для одного узла сетки проверка дала
положительный результат, то на этом работа ал-
горитма закончена, поскольку, в силу теорем 1 и 3,
найденный регулятор будет обеспечивать устой-
чивость замкнутой системы (5).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В заключение отметим, что изложенный в п. 5

настоящей работы алгоритм поиска стабилизато-
ра на множестве одновременно стабилизирую-
щих регуляторов с использованием квадратично-
го условия устойчивости (теорема 2 п. 4.) не явля-
ется единственно возможным. Например, для
проверки устойчивости замкнутых переключае-
мых дискретных систем можно также использо-
вать критерий, основанный на понятии обобщен-
ного спектрального радиуса конечного набора
квадратных матриц [9, 15], или критерий, осно-
ванный на понятии сверхустойчивости дискрет-
ных систем [20]. Однако нахождение точного зна-
чения обобщенного спектрального радиуса для
дискретной переключаемой системы является
весьма сложной вычислительной задачей, а свой-
ство сверхустойчивости, к сожалению, присуще
весьма узкому множеству переключаемых систем.
В связи с этим, по мнению авторов, наиболее оп-
тимальным с вычислительной точки зрения сле-
дует признать использование именно квадратич-
ного условия для проверки устойчивости пере-
ключаемых дискретных систем.
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DIGITAL STABILIZATION OF A SWITCHABLE LINEAR SYSTEM 
WITH COMMENSURATE DELAYS

Corresponding member of RAS A. V. Ilina,b,c and A. S. Fursova,b

aHangzhou Dianzi University, Hangzhou, RPC
bLomonosov Moscow State University, Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics,

Moscow, Russian Federation
cFederal Research Center for Informatics and Management of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

An approach to the construction of a digital controller that stabilizes a non-continuous switchable linear sys-
tem with commensurate delays in control is proposed. The approach to stabilization sequentially includes the
construction of a switchable continuously discrete closed system with a digital controller, the transition to its
discrete model, represented as a switchable system with modes of various orders and the construction of a dis-
crete dynamic controller based on the quadratic stability condition of a closed switchable discrete system.

Keywords: discrete systems, switchable systems, digital controller, stabilization of discrete systems
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