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На двумерной сфере рассматривается распределенный возобновляемый ресурс любой природы, ди-
намика которого описывается моделью типа Колмогорова–Петровского–Пискунова–Фишера, и
эксплуатация этого ресурса, осуществляемая путем постоянного или периодического импульсного
отбора плотности ресурса. Показано, что после выбора допустимой стратегии эксплуатации дина-
мика ресурса стремится к предельной динамике, соответствующей этой стратегии, и что суще-
ствуют допустимые стратегии, доставляющие максимум среднего временного сбора ресурса.

Ключевые слова: Модель Колмогорова–Петровского–Пискунова–Фишера, параболическое полу-
линейное уравнение, слабое решение, стабилизация, оптимальное управление
DOI: 10.31857/S2686954323600453, EDN: DEDOKV

1. ВВЕДЕНИЕ

Качественный анализ динамики популяций и
их предельных состояний является одной из вос-
требованных задач прикладного характера. Если
такое состояние является аттрактором всех не-
тривиальных динамик популяции, то в долго-
срочной перспективе изучение изменения состо-
яния популяции при наличии внешнего воздей-
ствия, связанного, например, с эксплуатацией
популяции или изменениями в ее среде обита-
ния, фактически сводится к анализу изменения
этого предельного состояния и оценке скорости
сходимости к нему. Это можно наблюдать уже на
примере модели Ферхюльста ,
где m – масса популяции, а положительные кон-
станты a и  характеризуют восстановление по-
пуляции при ее малых объемах и емкость ареала
ее обитания в целом [1–3].

В настоящей работе мы рассматриваем экс-
плуатацию распределенного возобновляемого

− = (1 / )m am m K

K

ресурса любой природы (например, промысло-
вой популяции), динамика которого описывается
обобщением модели Ферхюльста, а именно моде-
лью Колмогорова–Петровского–Пискунова и
Фишера, доставляемой полулинейным парабо-
лическим уравнением второго порядка

(1)

где  – плотность ресурса в точке  обла-
сти его распределения в момент времени   –
стационарный самосопряженный эллиптиче-
ский линейный дифференциальный оператор,
учитывающий процесс диффузии ресурса, а
функции  и  являются аналогами коэффици-
ентов  и  из модели Ферхюльста, только здесь
они зависят от точки фазового пространства.
Предполагается, что эти функции являются из-
меримыми ограниченными, при этом функция 
положительна и отделена от нуля (т.е. ).
Подобное уравнение появилось одновременно в
работах [4] и [5], оно объединило в себе модель
Ферхюльста и модель Фурье распространения
тепла [6], появившуюся исторически раньше в
начале девятнадцатого века. Информация по ис-
тории и библиографии работ, посвященных урав-
нению (1), можно найти в [7], а в статье [8] и мо-
нографии [9] приведен ряд приложений этого
уравнения к моделям в биологии, чему и были по-
священы работы [4] и [5] авторов модели.
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В работе [7] уравнение (1) изучается в -мер-
ном арифметическом пространстве с независя-
щими от времени функциями  и  и оператором ,
периодическими по всем координатам фазового
пространства. В этом случае при коэффициентах
класса  этого оператора и ограниченных неот-
рицательных нетривиальных начальных распре-
делениях ресурса решения модели стремятся к
общему аттрактору, являющемуся стационарным
решением уравнения (1), как и в модели Ферх-
юльста. Это сводит анализ этих решений к изуче-
нию соответствующего уравнения на -мерном
торе . В этом случае при естественных ограни-
чениях на постоянный или импульсный отборы
существование допустимой стратегии отбора, до-
ставляющей максимум среднего временного сбо-
ра, было доказано в [10–12] и [13].

Естественно допускать, что доля постоянного
(либо импульсного) отбора не является непре-
рывной и имеет разрывы, иначе трудно ожидать,
что такой оптимальный отбор существует. В связи
с этим разумно выбрать такой класс допустимых
решений модели, который позволял бы построить
удовлетворительную теорию разрешимости рас-
сматриваемых уравнений при минимальных тре-
бованиях на регулярность их коэффициентов.
В качестве такого класса в данной работе высту-
пают слабые решения. В этом классе удается ис-
следовать решения аналогов неоднородного
уравнения (1) на сферах при довольно низких
требованиях на регулярность его коэффициен-
тов. Существование решений модели (1) при по-
добных ограничениях на ее параметры было уста-
новлено в [14] и [15].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

2.1. Функциональные пространства. Мы будем
рассматривать двумерную сферу  радиуса 1,
стандартно вложенную в трехмерное евклидово
пространство . Это вложение индуцирует на
ней риманову метрику g, имеющую вид dθ2 +
+  в cтандартных сферических координа-
тах, порождает меру V = Vg ( ) и
связность Леви–Чевита со взаимно-однозначно
определяемым ею оператором ковариантного
дифференцирования . С помощью этих

метрики и меры стандартно вводятся -про-
странства функций и тензорных полей, а с при-
влечением ковариантного дифференцирования

 конструируются -пространства Соболева и
-пространства Гельдера функций и тензор-

ных полей, ;  (см. [16,
п. 10.2.4], [17]).
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Для  на касательном расслоении де-

картова произведения  определена мет-
рика 

и соответствующие ей ковариантное дифферен-

цирование  и мера  Ана-

логично, как и выше, с их помощью конструиру-
ются функциональные пространства  
функций и тензорных полей для этого декартово-
го произведения.

Для произвольного банахового пространства B
с нормой  стандартным образом определяют-

ся банаховы пространства , , с
нормами

соответственно (см. [18, гл. III, § 1], [19, гл. II,
§2]). Наконец, определим банахово пространство

с нормой

где  – знак скалярного произведения.
Для краткости будем использовать сокраще-

ние п.в., когда речь идет о выполнении каких-ли-
бо свойств почти всюду по мере  (1) на .

2.2. Эволюционное уравнение. Предположим,
что наряду с метрикой  на сфере  задана еще
одна измеримая метрика a, и существуют такие
положительные числа  и a1, что п.в.

(2)

при всех . Обозначим через  и  операто-
ры, формально сопряженные с оператором внешне-
го дифференцирования d относительно метрик a и 
соответственно (см. [20, гл. VIII, § 1]). В частности,

 для всех дифференциаль-
ных -форм  и (k + 1)-форм , ..., n – 1, и на

k-формах , где  – оператор
Ходжа, индуцированный метрикой a. Определим
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на функциях  геометрический лапласи-
ан (оператор Лапласа–де Рама) – линейный диф-
ференциальный оператор второго порядка

(3)
см. [21, гл. IV, § 5]. Условие (2) означает, что опе-
ратор (3) равномерно эллиптичен на сфере. В ло-
кальных координатах , введенных выше, он
имеет вид

c 

Следовательно, эволюционное уравнение

(4)

параболическое. В контексте модели Колмогоро-
ва–Петровского–Пискунова–Фишера неизвест-
ная функция  здесь соответствует плот-
ности распределения некоторого возобновляемо-
го ресурса в точке  сферы в момент времени ,
метрика  в операторе  характеризует диффузию
ресурса, функция  – управление, характеризую-
щее интенсивность его перманентного сбора, а
коэффициенты  и  – темпы обновления ресур-
са и насыщения им среды. Будем предполагать,
что , и  п.в. для фиксирован-
ного числа 

Слабым решением уравнения (4) на полуинтерва-
ле  называется такая функция ,

что для любых  и  имеет
место равенство

Слабое решение q уравнения (4), принимаю-
щее заданное начальное значение

(5)

называется слабым решением задачи Коши (4), (5)
на .

Отметим, что в силу автономности уравнения
(4) сдвиги его решений по времени остаются ре-
шениями, т.е.  тогда и только тогда является
решением задачи (4), (5) на , когда 
для всякого  является решением этой зада-
чи на .
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2.3. Постановка задачи оптимизации. Модели-
рование эксплуатации возобновляемого ресурса
приводит к поиску решений задачи (4), (5) на по-
луинтервале , на которые возможно накла-
дываются дополнительно условия импульсного
сбора с заданным периодом ,

(6)

где функция  и  п.в., характе-
ризует интенсивность импульсного сбора.

Решением задачи (4), (6) называется такая
функция , которая является ре-
шением уравнения (4) на полуинтервалах

, обладает левыми предельными зна-
чениями  и п.в. удовлетворяет равенствам
(6). Если это решение еще и п.в. принимает на-
чальное значение (5), то оно называется решени-
ем задачи (4)–(6). Решение задачи (4), (6) называ-
ется периодическим, если

(7)

Определим функционал  качества эксплуатации
ресурса как

где  – решение задачи (4)–(6), а  и
 – фиксированные множества допустимых

управлений сбором. Значение этого функциона-
ла – верхний предел временных средних суммы
перманентного (первое слагаемое) и импульсно-
го (второе слагаемое) сборов ресурса, плотность
которого доставляет решение .

Характерными для приложений допустимыми
множествами перманентных и импульсных
управлений являются

где  и  – фиксированные ограничен-
ные измеримые вещественнозначные функции
на сфере, при этом   и  неотрицательны, а

 – допустимое усилие сбора – неотрица-
тельно. Ограничение  (или ) на перманент-
ный отбор можно интерпретировать как мини-
мально технически реализуемую плотность отбо-
ра, а  (или ) – максимальную возможную
плотность размещения ресурса сбора в силу эко-
логических ограничений или из-за физической
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емкости среды, т.е. в точке ареала эти ограниче-
ния по сути характеризуют минимальное и мак-
симальное усилия, которые можно приложить в
этой точке для достижения своих целей. Появле-
ние экспоненты  в характеристике импульсно-
го сбора происходит здесь из теории поиска и свя-
зано со сложностью обнаружения или извлече-
ния ресурса в точке области его распределения
при величине усилия , а функция  характеризу-
ет эту сложность [22, 23].

Нетрудно видеть, что определенные таким об-
разом множества перманентных и импульсных
управлений – выпуклые, замкнутые и ограничен-
ные в пространстве , и, следовательно, они
слабо секвенциально компактны в этом про-
странстве. Значения управлений из этих мно-
жеств будем называть допустимыми.

Целью эксплуатации ресурса является получе-
ние максимального значения функционала каче-
ства Q путем выбора подходящих допустимых пер-
манентного и импульсного управлений. Мы пока-
зываем, что это значение функционала достигается,
т.е. существуют допустимые управления, доставля-
ющие максимума этого функционала, при этом
этот максимум не зависит от начального ненулевого
неотрицательного распределения ресурса. Точнее,
после выбора таких управлений плотность ресур-
са стремится к предельному состоянию, которое
не зависит от его начального ненулевого неотри-
цательного распределения. Здесь и ниже ненуле-
вые неотрицательные начальные условия  озна-
чают, что  > 0.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ
3.1. Стабилизация и существование оптимально-

го решения.

Теорема 1. Пусть метрика  функции
 – измеримы и ограничены на сфере, при-

чем  п.в. для фиксированного числа . То-
гда на полуинтервале  существует един-
ственное решение q задачи (4), 5), причем

  .
Эта теорема существования и единственности

решения следует из результатов, опубликованных
в [14] и [15].

Известно, что решения задачи Коши (4), (5)
локально непрерывны по Гельдеру. Точнее, спра-
ведливо следующее утверждение о регулярности
решения.

Теорема 2. Пусть коэффициенты и правая часть
уравнения (4) удовлетворяют всем условиям теоре-
мы 1. Тогда для решения  уравне-
ния (4), , и  найдутся такие α =

−γre

r γ

S
2 2( )L

0q
∈ ≠2

0({ | 0})V x qS

∞∈ ,a L
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>B B > 0B
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[ )∈ +∞ S
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[ )∞∈ × S
2( 0, )q L T

( )∈ +∞0,T ε > 0

= , 0 < , и C = C(ε,

, что  и
.

Доказательство этой теоремы при наложенных
ограничениях вытекает из известных свойств ре-
шений линейных параболических уравнений
(см. [24, гл. VI, § 7]). Естественно, что при даль-
нейшем повышении регулярности коэффициен-
тов уравнения (4) соответствующим образом по-
вышается и регулярность его решений, см. [24,
гл. VI, § 2].

Из теорем 1 и 2 вытекает следующее утвержде-
ние о существовании, единственности и регуляр-
ности решения изучаемой модели.

Теорема 3. Пусть коэффициенты, правая часть
уравнения (4) и начальное значение (5) удовлетворя-
ют всем условиям теоремы 1, и управления отбором
допустимы. Тогда существует единственное реше-
ние q задачи (4)–(6), при этом для любого  най-
дутся такие числа , и , зависящие
от , что

С помощью теоремы 3 доказывается следую-
щее утверждение о стабилизация к периодиче-
скому решению.

Теорема 4. Пусть коэффициенты, правая часть
уравнения (4) и начальное значение (5) удовлетворя-
ют всем условиям теоремы 1, и управления отбором
допустимы. Тогда задача (4), (6), (7) имеет един-
ственное решение , такое что для любого решения
q задачи (4)–(6) с ненулевыми неотрицательными
начальными условиями выполнено предельное соот-
ношение

Последняя теорема позволяет редуцировать
изучаемую задачу оптимизации к выбору допу-
стимых управлений, доставляющих максимум
функционала качества на соответствующих пре-
дельных решениях 

Теорема 5. Пусть коэффициенты, правая часть
уравнения (4) и начальное значение (5) удовлетворя-
ют всем условиям теоремы 1, и управления отбором
допустимы. Тогда функционал качества Q при фик-
сированных допустимых управлениях принимает
одно и то же значение для всех ненулевых неотрица-
тельных начальных распределений ресурса, равное
значению на соответствующем предельном распре-
делении  Кроме того, значения этого функциона-
ла ограничены, и существуют допустимые управле-
ния, доставляющие точную верхнюю грань его зна-
чений.
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3.2. Выводы. Таким образом, после выбора
стратегии эксплуатации эволюция плотности
возобновляемого ресурса при любом начальном
неотрицательном ненулевом распределении в си-
лу теоремы 4 выходит на однозначно определен-
ное предельное состояние, которое, если страте-
гия оптимальная, в силу теоремы 5 доставляет за
каждый цикл отбора ресурса значение сбора, рав-
ное максимально возможному среднему времен-
ному сбору этого ресурса. Следовательно, выбор
оптимальной стратегии эксплуатации ресурса
(например, промысловой популяции) не только
не ведет к истощению ресурса или к его исчезно-
вению, а обеспечивает выход любой начальной
ненулевой плотности ресурса к предельному со-
стоянию, обеспечивающему близкий к макси-
мальному сбор ресурса в натуральном виде за
один цикл эксплуатации.
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ВИННИКОВ и др.

EXISTENCE OF MAXIMUM OF TIME AVERAGED HARVESTING 
IN THE KPP-MODEL ON SPHERE WITH PERMANENT 

AND IMPULSE COLLECTION
E. V. Vinnikova,b, A. A. Davydova,b, and D. V. Tunitskyc

aLomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
bNUST MISIS, Moscow, Russian Federation

cInstitute of Control Sciences RAS, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS A.L. Semenov

On a two-dimensional sphere, a distributed renewable resource is considered, the dynamics of which is de-
scribed by a model of the Kolmogorov–Petrovsky–Piskunov–Fisher type, and the exploitation of this re-
source, carried out by constant or periodic impulse harvesting. It is shown that after choosing an admissible
exploitation strategy, the dynamics of the resource tend to the limiting dynamics corresponding to this strat-
egy, and that there is an admissible harvesting strategy that maximizes the time averaged harvesting of the re-
source.

Keywords: Kolmogorov–Petrovsky–Piskunov–Fisher model, parabolic semilinear equation, weak solution,
stabilization, optimal control
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