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В сепарабельном гильбертовом пространстве изучается дифференциальное включение с завися-
щим от времени максимально монотонным оператором и возмущением. Возмущение представляет
сумму зависящего от времени однозначного оператора и многозначного отображения с замкнуты-
ми невыпуклыми значениями. Особенностью однозначного оператора является то, что сумма его с
тождественным оператором, умноженным на положительную интегрируемую с квадратом функ-
цию, является монотонным оператором. Многозначное отображение обладает свойством липши-
цевости по фазовой переменной. Доказываются теоремы существования и плотности в соответству-
ющей топологии множества решений исходного включения в множестве решений с овыпукленным
многозначным отображением. Для этих целей введены новые расстояния между максимально мо-
нотонными операторами.
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Пусть ,  – отрезок числовой по-
лупрямой , H – сепарабельное гильбертово
пространство со скалярным произведением ,
нормой , нулевым элементом  и единичным
замкнутым шаром  с центром в .

Расстояние от точки x до множества  мы
обозначаем 

Рассмотрим дифференциальные включения
(1)

(2)

где символ  означает замкнутую выпуклую обо-
лочку множества.

Здесь ,  – семей-
ство максимально монотонных операторов с об-
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ластью определения   ⊂
⊂  – семейство однозначных операторов с
областью определения ,  –
многозначное отображение с замкнутыми невы-
пуклыми значениями.

Под решением включения (1) понимается па-
ра  состоящая из абсолютно непрерыв-
ной функции  ,

 и  удовлетворяющих включе-
ниям

(3)

(4)
Решение включения (2) понимается аналогич-

но с заменой включения (4) на включение

Множества решений включений (1) и (2) мы
обозначаем  и  соответственно.

Целью работы являются нахождение условий
непустоты множества  и описание взаимо-
связи между множествами  и .

Обозначим через  график оператора A(t)
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Через  мы обозначаем пространство
всех непрерывных функций  с sup-нор-
мой, а пространства  и , наделенные
слабыми топологиями, обозначаются -  и -

Так как значениями максимально монотонно-
го оператора являются замкнутые выпуклые мно-
жества, то для любого  существует эле-
мент  минимальной нормы.

Предположения.

(1) семейство  измеримо, т.е. измери-
мо многозначное отображение 

(2) существует функция  и не-
убывающая функция  такие, что

(3) для любого  дифференциаль-
ное включение

(5)

имеет решение.

(1) имеет место включение ,
;

(2) для почти каждого  оператор  явля-
ется деминепрерывным, т.е. если  в , то

 в -
(3) для любой измеримой функции ,

 функция  измерима;

(4) существует функция  такая,
что

(5) имеет место неравенство  +
+ lF(||x||), ,

где  и  – неубываю-
щая функция.

(1) отображение  измеримо ;
(2) 

, , ,
, ;

справедливы неравенства
(3) 
(3*) 

( , )C T H
→:x T H

H 1( , )L T H
ω H ω

1( , ).L T H

∈ ( ( ))x D A t
∈0( ) ( )A t x A t x

( ) :H A
∈( ),A t t T

→ gr ( );t A t
+⋅ ∈ 2( ) ( , )Am L T R

+ +→:Al R R

≤ + ∈0|| ( ) || ( )(1 (|| ||), ( ( ));AA t x m t l x x D A t

⋅ ∈ 1( ) ( , )f L T H

− ∈ +
∈


0

( ) ( ) ( ) ( ),
(0) = ( (0)),
x t A t x t f t

x x D A

( ) :H F
⊃( ( )) ( ( ))D F t D A t

∈t T
∈t T ( )F t

→nx x H
→( ) ( )nF t x F t x ω ;H

→:x T H
∈( ) ( ( ))x t D A t → ( ) ( )t F t x t

+ω ⋅ ∈ 2( ) ( , )L T R

 − −  + ω − ≥2( ) ( ) , ( )|| || 0 п.в.;F t x F t y x y t x y

≤|| ( ) || ( )(1FF t x m t
∈ ( ( ))x D F t

+⋅ ∈ 2( ) ( , )Fm L T R + +→:Fl R R

( ) :H U
→ ( , )t U t x ∀ ∈x H

∈ − −| ( , ( , )) ( , ( , ))| < ( )|| ||,supz H d z U t x d z U t y k t x y
+⋅ ∈ 1( ) ( , )k L T R ( ) > 0k t ∈t T

≠x y ∈,x y H

∈ Θinf{|| || ( , )} < ( ) п.в.;Uu u U t m t

∈ Θ ≤sup{|| ||; ( , )} ( ) п.в.;Uu u U t m t

, , .
Основные результаты:
Теорема 1. Пусть выполняются предположения

,  (1)–(3). Тогда множество  не
пусто.

Теорема 2. Пусть выполняются предположения
, , (1), (2), (3*). Тогда  является за-

мкнутым подмножеством пространства C(T, -

 и справедливо равенство

где черта сверху означает замыкание в простран-
стве -

Дадим конкретизацию предположения 
(3).

Пусть X – нормированное пространство с мет-
рикой  и единичным замкнутым шаром .
Расстояние от точки  до множества 
мы обозначаем .

Для  число

называется -полуотклонением множества  от
множества D. Если , то считается

.

Так как при  имеет место равенство  =
= X, то мы получаем полуотклонение exc(C, D) =
=  множества C от множества .

Теорема 3. Пусть выполняются предположения
 и для любого  существует

абсолютно непрерывная функция  такая,
что

(6)

, .

Тогда имеет место предположение ,
т.е. для любого  включение (5) име-
ет решение.

Следствие 1. Пусть выполняются предположе-
ния  и для любого  суще-
ствует абсолютно непрерывная функция 
такая, что

(7)

, .
Тогда справедливо утверждение теоремы 3.
Пусть , , – макси-

мально монотонные операторы и .
Число
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(8)

мы назовем -псевдополуотклонением оператора
 от . Если  то считается

Число

назовем -псевдорасстоянием между оператора-
ми  и . При  мы получаем псевдорас-
стояние , введенное в ра-
боте [1].

Лемма 1. Пусть выполняется предположение
 и для любого  существует абсо-

лютно непрерывная функция  такая,
что

Тогда выполняется предположение  и
имеют место неравенства (6). Поэтому справед-
ливо утверждение теоремы 3.

Следствие 2. Пусть выполняется предположе-
ние  и существует абсолютно непрерыв-
ная функция  такая, что

(9)

Тогда выполняется предположение  и
имеет место неравенство (7). Следовательно,
включение (5) имеет решение.

Так как для любого  у максимально
монотонного оператора  суще-
ствует единственный элемент  минимальной
нормы, то будет определен однозначный опера-
тор  Через

обозначим график оператора .
Пусть ,  – макси-

мально монотонные операторы и .
Число

(10)

мы будем называть -минимальным полуоткло-
нением оператора  от оператора . При 
мы получим минимальное полуотклонение опе-
ратора  от 

ρ
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ρ ρ
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1 2 1 2exc ( , ) = exc (gr , gr )A A A A

ρ
1A 2A ρ +∞=

1A 2A

Число

(11)

называется -минимальным расстоянием между
операторами  и .

Лемма 2. Пусть  – се-
мейство максимально монотонных операторов и
выполняется предположение , в котором
функция  является константой. Предполо-
жим, что для  существует абсолютно
непрерывная функция  такая, что

Тогда выполняется предположение  и
существуют абсолютно непрерывные функции

 такие, что будет иметь место неравен-
ство (6). Поэтому справедливо утверждение тео-
ремы 3.

При  лемма 2 допускает уточнения.
Следствие 3. Пусть выполняется предположе-

ние  и существует абсолютно непрерыв-
ная функция  такая, что

Тогда выполняется предположение  и
имеет место неравенство (7). Следовательно,
включение (4) имеет решение.

Комментарии.
Впервые корректное доказательство существо-

вания абсолютно непрерывного решения включе-
ния (5) было дано в работе [2]. В этой работе пред-
полагалось, что , выполняются нера-
венство , , ,

 и неравенство (9), в котором  – аб-
солютно непрерывная функция с производной

С тех пор появился ряд работ [2–4], в которых
рассматривалось включение (5) как с однознач-
ными, так и многозначными возмущениями. Во
всех этих работах семейство операторов 
обладает теми же свойствами, что и в работе [2], а
значениями возмущений являются выпуклые
множества.

Теорема существования и релаксации для эво-
люционного включения (1) при отсутствии опера-
тора  была доказана в работе [5]. В этой работе
отображение  обладало свойствами 
(1)–(3), (3*) с функциями k(·), 
Схема доказательства этих теорем была позаим-
ствована из работы [6].

+∞
0 0 0 0
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Отметим, что даже на уровне существования
решения включения (5) наши результаты являют-
ся принципиально новыми.

Следует указать на нетрадиционное условие
роста в предположении  (2), где функция 
может иметь вид ,  в отличие от тра-
диционных условий роста в теории дифференци-
альных уравнений .

Необходимость введения полуотклонений
 и  была обусловлена

следующим фактом. В работе автора [7] был ука-
зан класс максимально монотонных операторов

, для которых

но существовало семейство абсолютно непрерыв-
ных функций , для которых выполня-
лось неравенство (6). Поэтому подход, связанный
с использованием полуотклонений (8), (10), позво-
ляет расширить класс максимально монотонных
операторов, для которых справедлива теорема 3 и,
следовательно, теоремы 1 и 2. С другой стороны, ес-
ли  для любого , то A1 = A2.

Аналогично, если  = 0 для любого
, то  Поэтому числа  и

 являются важными характеристиками
максимально монотонных операторов.

Если в (11) заменить операторы  и  на опера-
торы  и , то мы получим -расстояние между
максимально монотонными операторами, которое
было введено в работе [8] и использовалось для изу-
чения максимально монотонных операторов.

Исходя из определения решения включения
(1), его можно рассматривать как управляемую
систему (3), (4). Поэтому результаты работы мо-

гут использоваться при изучении невыпуклых за-
дач оптимального управления.
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EXISTENCE AND RELAXATION OF SOLUTIONS FOR A DIFFERENTIAL 
INCLUSION WITH MAXIMAL MONOTONE OPERATORS 

AND PERTURBATIONS
Corresponding Member of the RAS A. A. Tolstonogova

aMatrosov Institute for System Dynamics and Control Theory of Siberian Branch of Russian Academy of Sciences, 
Irkutsk, Russian Federation

A differential inclusion with a time-dependent maximal monotone operator and a perturbation is studied in
a separable Hilbert space. The perturbation is the sum of a time-dependent single-valued operator and a mul-
tivalued mapping with closed nonconvex values. A particular feature of the single-valued operator is that its
sum its with the identity operator multiplied by a positive square-integrable function is a monotone operator.
The multivalued mapping is Lipschitz continuous with respect to the phase variable. We prove the existence
of a solution and the density in the corresponding topology of the solution set of the initial inclusion in the
solution set of the inclusion with the convexified multivalued mapping. For these purposes, new distances be-
tween maximal monotone operators are introduced.

Keywords: maximal monotone operator, -excess of operators, relaxation
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