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ния и единственности. Установлены явные формулы для оптимального потенциала через решения
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть  – гильбер-
тово пространство комплекснозначных вектор-
функций со скалярным произведением:

 – гильбертово пространство всех n × n мат-
риц с элементами-функциями из  с нормой
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В пространстве  рассматривается диффе-
ренциальный оператор следующего вида

(1)

с областью определения  =  ∈ ,
   = 0,

, где  – эрмитова
матрица,  – самосопряженные матрицы.

Поскольку  – эрмитовы матрицы, то
оператор  самосопряженный. Ниже будет пока-
зано, что оператор  полуограниченный. Спектр
оператора  дискретный и состоит из последова-
тельности собственных значений  :=
:= , определяемых из принципа мини-
макса

(2)

Собственные значения рассматриваемого опера-
тора являются функционалами от  и
их можно перенумеровать с учетом их кратности:
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САДОВНИЧИЙ и др.

Отметим, что собственные значения в общем
случае могут иметь кратность pk, .

Классическая обратная спектральная задача для
оператора  с областью определения 
формулируется как нахождение потенциала 
и граничных условий по заданным спектральным
данным (см., например, [1–3]), при этом для
единственности решения этой задачи знания
только одного спектра  недостаточно. Также
имеется класс задач, в которых по спектральным
данным требуется восстановить конечное число
неизвестных параметров линейного оператора
(см. [4–6]).

В данной работе исследуется так называемая
оптимизационная обратная спектральная задача
для оператора . Такая задача относится к об-
ратным спектральным задачам с неполными
спектральными данными: в качестве спектраль-
ных данных используется только конечное число
точек дискретного спектра. Такой взгляд на об-
ратные спектральные задачи, в известном смыле,
является естественным. Одной из причин тому
является недоступность для измерения полной
системы спектральных данных (для задач диагно-
стики или идентификации объектов), а в задачах
построения линейной динамической системы с
заданными частотно-резонансными свойствами
наиболее близкой к “эталонной” системе нет не-
обходимости рассматривать весь диапозон ча-
стотно-резонансных характеристик. Эти замеча-
ния приводят к исследованию различных содер-
жательных постановок обратных спектральных
задач с неполными спектральными данными
(см., например, [3–5, 7]).

При этом одних спектральных данных для
корректной разрешимости такого типа задач не-
достаточно. В частности, задача будет иметь бес-
конечное множество решений .
Для корректной постановки можно, исходя из со-
держательного смысла решаемой задачи, нало-
жить дополнительные условия на граничные
условия, на форму собственных функций и т.д.

Мы изучаем обратные спектральные задачи с
неполными спектральными данными для диффе-
ренциальных операторов, в которых задается ко-
нечное число спектральных данных. В данном
случае задается фиксированное подмножество из

 собственных значений ,
определяемых соотношением из (2). Кроме того,
в качестве дополнительного условия, мы предпо-
лагаем, что заранее известна некоторая информа-
ция о потенциале Q, а именно, мы ищем потен-
циал Q наиболее близкой к определенной “фор-
ме” .

< <1 kp n
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Применительно к оператору  исследуется
следующая оптимизационная обратная спек-
тральная задача.

Пусть дан набор порядковых номеров k1 < k2 <
< ... <  собственных значений из (2) “эталон-
ный” вещественнозначный потенциал ,
где  – банахово (функциональное) простран-
ство, и вещественные числа .
Требуется найти вещественнозначную функцию
потенциала  такую, что

1. , ,

2. .

Заметим, что банахово пространство B являет-
ся неотъемлемой частью постановки оптимиза-
ционной обратной спектральной задачи и, как
было показано в [8], играет существенную роль.
В частности, для различных пространств B будут
соответствовать различные формулы для опти-
мального потенциала .

Интерес к таким постановкам вызван прежде
всего прикладными задачами, в которых требует-
ся построить линейную колебательную систему с
заданными собственными частотами колебаний
и наиболее близкой к некоторой эталонной си-
стеме, а также задачами идентификации колеба-
тельной системы по измеренной части спектра.

Отдельный интерес представляет связь опти-
мизационных спектральных задач с нелинейны-
ми операторами математической физики (см.,
например, [8, 9]), с различными экстремальными
свойствами собственных значений и собствен-
ных функций (см. [1, 2, 10–13] библиографию к
ним).

В данной работе мы рассматриваем частный
случай сформулированной выше задачи.

( ) Пусть заданы , . Требу-

ется найти потенциал  такой, что k-е
собственное значение  оператора  совпа-
дает с заданным значением  и

(3)

Отметим, что в [7] задача ( ) рассмотрена для
первого собственного значения оператора .

В качестве результата работы мы также пока-
жем, как оптимизационная обратная спектраль-
ная задача связана с системой нелинейных урав-
нений Шрёдингера.
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2. Основные утверждения. Сформулируем и
приведем краткие доказательства основных
утверждений. Доказательства всех утверждений,
без ограничения общности, изложены для опера-
тора  с однородными граничными условиями
Дирихле.

Теорема 1. Пусть заданы , -порядковый
номер собственного значения оператора  и

. Тогда найдется потенциал 
такой, что k-е собственное значение  оператора

 совпадает с заданным значением  и

(4)

Наметим схему доказательства утверждения.
Поскольку собственное значение рассматривае-
мого оператора  может оказаться кратноcти

, нам понадобится одно свойство собствен-
ных функций оператора , соответствующих
кратному собственному значению.

Лемма 1. Пусть  – собственное значение
кратности p,  и  – соответ-
ствующие собственные функции самоспряженной
краевой задачи

(5)

Тогда система матриц  линейно-

независима в пространстве .
Из этого утверждения вытекает, что для любо-

го  найдется  такая, что:

Пусть теперь , -миними-
затор функционала расстояния . Тогда,
не ограничивая общности, можно считать, что
элементы последовательности удовлетворяют
условию:

(6)

Далее нас будет интересовать принадлежащие
оператору  фиксированное k-е собственное
значение и соответсвующая ему собственная
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функция, обозначаемые  и φ(Qj) :=
:= . Так, что

(7)

Поскольку последовательность  ограни-

чена, то она слабо компактна в . Выделим
из  слабо-сходящуюся подпоследователь-
ность , далее не ограничивая общности пе-
рейдем к рассмотрению выделенной подпоследо-
вательности, обозначаемую далее .
Слабый предел этой последовательности обозна-
чим .

Лемма 2. Пусть последовательность Qj ∈
∈  ограничена и  для всех

. Тогда соответствующая последовательность
k-х собственных функций , нормированных

в , компактна в пространстве .
Из леммы 2 следует, что последовательность

 компактна в , следовательно, най-
дется  такой, что

(8)

Обозначим  ядро интегрального оператора
. Члены последовательностей φn(x) =

=  и  удовлетворяют тождествам

(9)

Учитывая сильную сходимость  =
=  и слабую сходимость  =
= , перейдем в (9) к пределу, полу-
чим, что  и  удовлетворяют тождеству

(10)

Очевидно, что полученное интегральное тожде-
ство экивалентно краевой задаче
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САДОВНИЧИЙ и др.

Из нижеследующего утверждения (см. [9]) следу-
ет полуограниченность предельного оператора

Лемма 3. Пусть  – ограниченное подмноже-
ство , тогда семейство операторов 
равномерно полуограничено снизу для всех ,
т.е.

Далее заметим, что поскольку члены последо-
вательности   удовлетворя-
ли условию (6), то  является k-м собственным
значением оператора . Таким образом,

 и теорема доказана.

Следствие 1. Пусть . Тогда решение
оптимизационной обратной спектральной задачи
( ) для первого собственного значения  един-
ственно.

Доказательство. Введем в рассмотрение мно-
жество . Заме-
тим, что в силу соотношения (2) множество 
является выпуклым. Рассмотрим следующую за-
дачу о минимизации

(12)

Из теоремы 1 следует существование решения за-
дачи (12). Выпуклость множества  и строгая
выпуклость функционала расстояния  обес-
печивают единственность  и

Тем самым свойство выпуклости первого соб-
ственного значения, кроме существования, дает
единственность решения задачи ( ). При этом
условие  является существенным.

Следующее утверждение является обощени-
ем и уточнением аналогичного результата из ра-
боты [7].

Теорема 2. Пусть  – решение задачи ( ). Если
 – собственное значение кратности p, тогда

справедливо представление

(13)
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где  – ортонормированная система соб-
ственных функций оператора , соответству-

ющая k-му собственному значению, равному ,
, .

Если при этом , тогда ,
.

Доказательство этого утверждения основано
на свойствах аналитичности (см. с. 470 в [14])
кратных собственных значений и частично изло-
жена в работе [7].

Замечание 1. В случае когда собственное значе-
ние  простое, нетрудно увидеть, что соот-
ветствующее уравнение с оптимальным потенциа-
лом представимо в виде стационарной системы не-
линейных уравнений Шрёдингера:

(14)

Выше была доказана единственность решения
задачи ( ) для первого собственного значения
оператора . В общем случае, для произволь-
ного собственного значения, единственности мо-
жет и не оказаться. В то же время утверждение
теоремы 2, формула (13), позволяет установить
еще одно важное свойство задачи ( ).

Теорема 3. Решение  оптимизацион-
ной обратной спектральной задачи ( ) для любого
собственного значения  изолировано в .

Приведем доказательство для случая простого
собственного значения . Предположим, что

 неизолированное решение задачи
( ). Тогда существует последовательность реше-
ний  такая, что  .
Согласно теореме 2 справедливо представление

 и

Положим , введем малый параметр
 и запишем уравнение


=1{ ( )}p

k ku x
ˆ[ ]L Q

λ1*
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Умножим скалярно обе части этого уравнения на
 и разложим полученное тождество по малому

параметру  и тогда для  получим:  +

+  = 0. Откуда получим противоречие.

Отметим, что для первого собственного значе-
ния оператора справедливо утверждение, обрат-
ное к теореме 2.

Теорема 4. Пусть краевая задача

(15)

имеет решение  такое, что  является пер-
вым собственным значением оператора  +
+ . Тогда матричный потенциал  =
= является решением задачи ( ).

Доказательство этого утверждения можно
найти в [7].

4. Пример. Согласно теореме 2 оптимальный
потенциал  задается формулой (13):  =

= , структура которой
зависит от кратности  собственного значения

. Рассмотрим простой пример, показываю-
щий, что для  возможна любая кратность

.

Пусть заданы числа  и
диагональный матричный потенциал

Обозначим , φj(x) ∈
∈  собственные значения и соответствую-
щие собственные функции краевой задачи

, .

Для оператора , , рассмотрим
задачу ( ):  где

. Пусть для p,  пар индек-
сов (i, j) выполнены неравенства: ,
тогда задача ( ) имеет решение  такое, что соб-
ственное значение  имеет кратность p и

.
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САДОВНИЧИЙ и др.

OPTIMIZATION SPECTRAL PROBLEM FOR THE STURM-LIOUVILLE 
OPERATOR IN THE SPACE OF VECTOR FUNCTIONS

Academician of the RAS V. A. Sadovnichiia, Ya. T. Sultanaevb,c, and N. F. Valeevd

aM.V. Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
bBashkir State Pedagogical University n.a. M. Akmulla, Ufa, Russian Federation

cMoscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russian Federation
dInstitute of Mathematics with Computing Centre, Ufa, Russian Federation

An inverse spectral optimization problem is considered: for a given matrix potential  it is required to
find the matrix function  closest to it, such that the k-th eigenvalue of the Sturm–Liouville matrix op-
erator with potential  matched the given value . The main result of the paper is the proof of existence
and uniqueness theorems. Explicit formulas for the optimal potential are established through solutions to sys-
tems of nonlinear differential equations of the second order, known in mathematical physics as systems of
nonlinear Schrödinger equations

Keywords: inverse spectral problem, optimization problem, vector Sturm-Liouville operator, non-linear sys-
tem of Schrödinger equations
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