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рассмотрены, в частности, суммы убывающих экспонент или суммы функций Работнова с положи-
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Работа посвящена применению теории полу-
групп к изучению абстрактных вольтерровых ин-
тегро-дифференциальных уравнений с оператор-
ными коэффициентами в гильбертовом про-
странстве. Упомянутые абстрактные интегро-
дифференциальные уравнения могут быть реали-
зованы как интегро-дифференциальные уравне-
ния в частных производных, возникающие в
большом числе прикладных задач.

В настоящее время существует обширная ли-
тература, посвященная исследованию вольтерро-
вых интегро-дифференциальных уравнений и
связанных с ними задач, возникающих в много-
численных приложениях (см., например, работы
[1–10] и их библиографию).

Существуют и другие подходы для описания
колебаний неоднородных многофазных сред, на-
пример, подход, связанный с применением эл-
липтических функционально-дифференциаль-
ных уравнений, изложенный в работе [11].

В работе используется подход, связанный с ис-
следованием однопараметрических полугрупп
для линейных эволюционных уравнений (см., на-
праимер, [1, 2, 13, 14]). Сформулированы резуль-
таты о существовании сильно непрерывной сжи-

мающей полугруппы, порождаемой вольтерро-
вым интегро-дифференциальным уравнением с
операторными коэффициентами в гильбертовом
пространстве (Теоремы 1 и 2). Также сформули-
рована теорема об экспоненциальной устойчиво-
сти полученной полугруппы (Теорема 3) при до-
полнительных предположениях о ядрах инте-
гральных операторов. Приведена формулировка
соответствующей задачи Коши для дифференци-
ального уравнения первого порядка в расширен-
ном гильбертовом пространстве. Основным ре-
зультатом работы является теорема о корректной
разрешимости этой задачи (Теорема 4), а также на-
чальной задачи для исходного абстрактного воль-
террова интегро-дифференциального уравнения.
Устанавливается связь между классическими ре-
шениями этих задач.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ 
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть H – сепарабельное гильбертово про-
странство,  – самосопряженный положитель-
ный оператор  , действую-
щий в пространстве H, имеющий ограниченный
обратный. Путь  – симметрический оператор,

, действующий в пространстве H с
областью определения  , не-
отрицательный , для любых x, 
и удовлетворяющий неравенству ,

A
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 для любого , I – тождествен-
ный оператор в пространстве .

Рассмотрим следующую задачу для интегро-
дифференциального уравнения второго порядка
на положительной полуоси :

(1)

(2)

где , ,    = ϕ1.
Предположим, что функции  удо-
влетворяют следующим условиям:

(3)

Замечание 1. Из условий (3) следует, что
, .

Кроме того, будем предполагать, что выполне-
ны следующие условия:

(4)

Положим

(5)

Пусть

(6)

Из известного результата (см. [12], стр. 361) выте-
кает, что операторы ,  являются самосопря-
женными и положительными, для всех

.

Превратим область определения  опера-
тора ,  в гильбертово пространство ,

введя на  норму, эквивалентную норме гра-
фика оператора .
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Замечание 2. Из свойств операторов A и B и не-
равенства Гайнца (см. [12, 13]) следует, что опера-
торы ,  являются обратимыми для всех

, операторы  допускают
ограниченное замыкание, оператор  ограничен в
H для всех .

Определение 1. Будем называть вектор-функ-
цию  классическим решением задачи (1), (2), если

, ,  удо-
влетворяет уравнению (1) для каждого значения

 и начальному условию (2).

Через  обозначим весовое пространство
 вектор-функций на полуоси 

со значениями в H, снабженное нормой

Рассмотрим сильно непрерывную полугруппу
 левых сдвигов в пространстве  (см. [14],

с. 33):   Известно, что ли-
нейный оператор  в пространстве

 с областью определения  = {ξ ∈ Ωk :
:  является генератором полугруппы

 (см. [14], с. 66).

Введем операторы  , дей-
ствующие, следующим образом:

Тогда сопряженные операторы имеют следую-

щий вид:  ,

Введем гильбертово пространство

снабженное нормой

которое будем называть расширенным гильбер-
товым пространством.
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Введем линейный оператор  в пространстве 
с областью определения

(7)

действующий следующим образом:

(8)

Введем  – компонентные векторы вида

Рассмотрим следующую задачу Коши в про-
странстве 

(9)

(10)

Определение 2. Вектор Z(t) = ,
...,  называется классическим реше-
нием задачи (9), (10), если , H),

 для любого , k = 1, ...,
N, , вектор  удовлетво-
ряет уравнению (9) для любого  и начальному
условию (10).

Теорема 1. Пусть выполнены условия (3), (4). То-
гда оператор  в пространстве  с плотной обла-
стью определения , является максимально дис-
сипативным.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (3), (4). То-
гда линейный оператор  является генератором
сжимающей C0-полугруппы  в простран-
стве , при этом решение задачи (9), (10) предста-
вимо в виде:   и для любого 
справедливо энергетическое равенство:

(11)
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Замечание 3. Поскольку функции  являются
монотонными, то, согласно [15] (стр. 372), их про-
изводные  существуют почти всюду при

.

2. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ
Предположим, что ядра интегральных опера-

торов ,  удовлетворяют следую-
щим условиям:

(12)

для некоторого  и почти всех 
Теорема 3. Пусть  – решение задачи (9),

(10) при  и пусть функции  
удовлетворяют условиям (3), (4) и условию (12) для
некоторого  и почти всех . Тогда суще-
ствуют такие постоянные  и  что для
любого  справедливо неравенство

(13)
Доказательства теорем 1, 2 содержатся в ста-

тье [9], доказательство теоремы 3 содержится в
статье [10].

3. КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ
Теорема 4. Пусть выполнено условие (4), данные

задачи (9), (10) удовлетворяют следующим услови-
ям:  где –задан-
ная вектор-функция,  k = 1, 2 определяются
формулами (5),   – заданные векто-
ры, вектор-функция

(14)

где функции   определены следующи-
ми формулами

вектор-функция  задана при , причем
  при  ,

H1),  ϕ(0) = ϕ0, ,
кроме того,  = 0.

Пусть также выполнено любое из следующих
условий:

1) вектор-функция  и ,
H),  ; или

2) вектор-функция  
.

τ( )kr

τ'( )kr
τ ∈ +∞[0, )

τ( )kR = 1,...,k N

τ + γ τ <' ( ) ( ) 0,k kR R

γ > 0 τ > 0.
( )S t z

> 0t τ( )kR ( = 1,..., )k N

γ > 0 τ > 0
θ > 1 ω > 0,

∈ Hz
−ωθ<

H H
( ) .tS t z z e

( ) := ( ( ),0,0,0),F t f t ( )+∈ R( ) ,f t C H
⋅( ),kM

ϕ ∈0 1,H ϕ ∈1 1H

( )ϕ ϕ ξ τ ξ τ ∈ A
1/2

1 0 0 01 02= , , ( ), ( ) ( ),z A D

ξ τ0 ( )k ( = 1,2)k

−∞

ϕξ τ τ −

τ


0

1/2
0 0

( )( ) := ( ) ,

> 0, = 1,2,

k k k
d sR s Q A ds

ds
k

ϕ( )t ∈ −∞( ,0]t
ϕ ∈ 1( ) ,t H ϕ ∈ 1'( )t H ∈ −∞( ,0],t ϕ ∈ −∞( ) (( ,0]t C

( )ϕ ∈ −∞(1)
1( ) ( ,0], ,t C H ϕ ϕ(1)

1(0) =
[ ]

→−∞
ϕlim ( )

t
A t

∈ 1/2( )f t H +∈1/2
0 ( ) (A f t C R

( )+∈ R( ) ,kM t C = 1,...,k N

+∈ 1( ) ( , ),f t C HR +∈ 1( ) ( ),kM t C R

= 1,...,k N



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 513  2023

ИССЛЕДОВАНИЕ ВОЛЬТЕРРОВЫХ 91

Тогда задача (9), (10) имеет единственное клас-
сическое решение

где , ,  – классическое
решение задачи (1), (2), с соответствующими дан-
ными , , , , и справедлива следующая
оценка

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции f
и векторов , .

Более того, если функции  удовлетворяют
также и условию (12), тогда справедлива следую-
щая оценка

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции f,
векторов ϕ0, ϕ1 и постоянной , определенной в
формулировке теоремы 3.
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РАУТИАН

STUDY OF VOLTERRA INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY METHODS OF SEMIGROUP THEORY

N. A. Rautiana

aLomonosov Moscow State University, Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS V.A. Sadovnichii

The abstract Volterra integro-differential equations are investigated, which are operator models of problems
of viscoelasticity theory. The class of equations under consideration also includes the Gurtin-Pipkin integro-
differential equations describing the process of heat propagation in media with memory. The sums of decreas-
ing exponents or sums of Rabotnov functions with positive coefficients can be considered in particular as the
kernels of integral operators, which are widely used in the theory of viscoelasticity and heat propagation theory.

Keywords: Volterra integro-differential equations, linear differential equations in Hilbert spaces, semigroups
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