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В статье рассматриваются различные модификации нелинейного уравнения Бюргерса с малым па-
раметром и вырожденного в решении вида

  (1)

где , ,  и , ,
, . Нас будет интересовать наиболее важный в приложениях

случай малого параметра ε с осциллирующими начальными условиями вида , где k –
некоторая, вообще говоря, зависящая от ε, константа, и изучать вопрос существования решения в
окрестности тривиального , которому соответствует  и при каких началь-
ных условиях на значения k возможно построение аналитического приближения этого решения
при малых ε.
Мы будем искать решение в традиционном русле разделения переменных на подпространстве
функций вида , где , . В этом случае рассматриваемая зада-
ча является вырожденной в точке , так как . Это
следует из теории Штурма–Лиувилла. Для осуществления наших целей мы применяем аппарат тео-
рии p-регулярности [6, 7, 15, 16] и показываем, что отображение  является 3-регулярным в точ-
ке , т.е. p = 3.
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ε − + + ε −2( , ) = ( , ) = 0,t xx xF u u u uu u f x t

Ω → π ×: ([0, ] [0, ])F C T > 0T Ω π ×2= ([0, ] [0, ])C T R π(0, ) = ( , ) = 0u t u t ϕ( ,0) = ( )u x x
∈ π ×( , ) ([0, ] [0, ])f x t C T ϕ ∈ π( ) [0, ]x C

ϕ( ) = sinx k x

ε( *, *) = (0,0)u = * = 0k k

v( , ) = ( ) ( )u x t t u x −=v( ) tt ce ∈ π#2( ) ([0, ])u x
ε( *, *) = (0,0)u ε ≠ π ×#Im ( *, *) = ([0, ] [0, ])'uF u Z T

ε( , )F u
ε( *, *) = (0,0)u

1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ p-РЕГУЛЯРНОСТИ

Будем рассматривать следующее уравнение

(2)

где отображение , 
и , , Z – банаховы пространства.

v( , ) = 0,F y

× →:F W Y Z +∈ ×1( )pF C W Y
W Y

Предположим, что в точке решения
,  и пусть

(3)

где  и . Через  обозна-
чим дополнение Z1 до Z (предпологается, что та-
кое существует) и  – оператор проек-
тирования на V2 параллельно Z1. Полагаем Z2
равно замыканию линейной оболочки квадратич-
ной формы . И далее индуктивно

где  – выбранное замкнутое дополнение (пред-
полагается, что такое существует) ,

 до , и  – оператор проекти-
рования на  параллельно , i = 2, ..., p.

∈ ×v( *, *)y W Y ≠vIm '( *, *)F y Z

⊕ ⊕1= ... ,pZ Z Z

v1 = cl(Im '( *, *))Z F y 1 =V Z 2V

→
2 2:VP Z V

⋅
2

2''( *, *)[ ]VP F yv

⋅ ⊆
−
v

( )= cl(span Im ( *, *)[ ] ) ,
= 2,..., 1,

i

i i
i V iZ P F y V

i p

iV
−⊕ ⊕1 1... iZ Z

= 2,...,i p Z →:V ii
P Z V

iV −⊕ ⊕1 1... iZ Z
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Окончательно, . При этом порядок 
полагаем как минимальное число (если такое су-
ществует), для которого выполнено представле-
ние (3).

Обозначим , для произвольного отоб-
ражения .

Определим следующие отображения

(4)

где  – оператор проектирования на Zi

параллельно .
Тогда отображение  может быть представле-

но как

или

Обозначим , , ,  ×
× Y.

О п р е д е л е н и е  1. Линейный оператор
,

(5)

такой, что для 

называется p-фактор оператором определенным
элементом h или просто p-фактор оператором, ес-
ли это ясно из контекста.

О п р е д е л е н и е  2. Говорим, что отображе-
ние  абсолютно вырождено в точке  до p-го

порядка, если , .
В случае абсолютного вырождения p-фактор

оператор сводится к .
Для отображений  будет

т.е.  абсолютно вырождено в точке  до
-го порядка.

Введем в рассмотрение нелинейный оператор
 так, что

Заметим, что .

=p pZ V p

ϕ ϕ(0) =
ϕ

× → v v: , ( , ) = ( , ),
= 1,..., ,

ii i i ZF W Y Z F y P F y
i p

→:
iZ iP Z Z

− +⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕1 1 1... ...i i pZ Z Z Z
F

+ +v v v1( , ) = ( , ) ( , )pF y F y F y

v v v1( , ) = ( ( , ), , ( , )).pF y F y F y

=[ , ]yh h hv ∈h Wv ∈yh Y ∈[ , ]yh h Wv

Ψ × →( ) :p h W Y Z

−

Ψ +

+ + +

v

v v

1

( ) 1
2

'( ) = '( *, *)

''( *, *)[ ] ( *, *)[ ]

p

p p
p

h F y

F y h F y h

ξ v= ( , )y

−

Ψ ξ ξ +

+ ξ + + ξ

v

v v

1

( ) 1
2

'( )[ ] = ( *, *)[ ]

''( *, *)[ ][ ] ( *, *)[ ] [ ],

p

p p
p

h F y

F y h F y h

F v( *, *)y

v
( )( *, *) = 0iF y −= 1, , 1i p

−
v

( ) 1( *, *)[ ]p pF y h

iF

− ∀ v
( )( *, *) = 0, = 0,1, , 1, = 1, , ,k

iF y k i i p

iF v( *, *)y
i

Ψ ⋅[ ]p
p

Ψ ξ ξ +

+ ξ + + ξ
1

2 ( )
2

'[ ] = ( *, *)[ ]

''( *, *)[ ] ( *, *)[ ] .

p
p

p p
p

F y

F y F y

v

v v

Ψ Ψ[ ] = ( )[ ]p
p ph h h

О п р е д е л е н и е  3. p-ядро оператора  есть
множество нулей оператора :

по аналогии с ядром первой производной
.

Заметим, что

О п р е д е л е н и е  4. Отображение  называ-
ется -регулярным в точке  на , если

.
О п р е д е л е н и е  5. Отображение  называет-

ся -регулярным в точке , если оно p-регуляр-
но на каждом  или  = {0}.

Следующая теорема является аналогом теоре-
мы Люстерника о касательном подпространстве
на вырожденный случай и является одним из
главных результатов теории -регулярности.

Т е о р е м а  1. Пусть , F : U ×
× , где ,  и Z – банаховы пространства.

Предположим что  и ,  = 1,
такого, что

выполнено

(6)

(Здесь  означает правый обратный оператор).
Тогда для достаточно малого  существует

непрерывное отображение , ,
где  окрестность точки , ,
такое, что  и

(7)

(8)

где C > 0 – независимая константа.
Эта теорема позволяет описать множество ре-

шений уравнения  в окрестности вы-
рожденной точки  и в частности обосновать
существование решения уравнения Бюргерса (1) с
малым параметром, а также дать аналитический
вид этого решения.

Ψ p

Ψ p

Ψ

∈ × +

+ + +

v

v

v v

1

2 ( )
2

( *, *) = Ker =

'= { : ( *, *)[ ]

''( *, *)[ ] ( *, *)[ ] = 0},

p
p p

p p
p

H y

h W Y F y h

F y h F y h

∈ ×v vKer '( *, *) = { | '( *, *)[ ] = 0}F y h W Y F y h

Ψ  v
( )

=1

Ker = Ker ( *, *).
p

p k k
p k

k

F y

F
p v( *, *)y h

ΨIm ( ) =p h Z
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p v( *, *)y
∈ v( *, *)\{0}ph H y ( *, *)pH yv
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+∈ ×1( )pF C U M
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=( *, *) 0F yv ∀ ∈y M || ||y
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=1

(0, ) Ker ( *, *)
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v v

v
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δ > 0
v v= ( )y δ∈ ( *)y V y

δ( *)V y *y δ∈v( ) ( ( *))y C V y
v( ( ), ) = 0F y y

+ ω ω −v v( ) = * ( ), || ( )|| = (|| *||),y y y o y y

δ− ≤ ∀ ∈v v v
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2. ТЕОРЕМА О НЕЯВНОЙ ФУНКЦИИ p-го 
ПОРЯДКА ДЛЯ ВЫРОЖДЕННЫХ 

ОТОБРАЖЕНИЙ
Теперь мы можем сформулировать так назы-

ваемые p-фактор теоремы о неявной функции,
которые являются модификациями теоремы 1 и
аналогичных теорем в [6] и на основании которых
будут получены основные результаты этой рабо-
ты.

Т е о р е м а  2. Пусть ,  и  банаховы про-
странства, , ,

 = 0, отображения ,  и
p-фактор оператор  определены согласно (4)
и (5).

Предположим, что существует  ∈

∈ , y*),  = 1 такое, что  =
= Z, т.е.  -регулярно в точке  на эле-
менте .

Тогда для достаточно малых ,  и
 существует непрерывное отображение

 и константа K > 0 такие, что
выполнены соотношения

a) ;
b)  ;

c) , где ,
 и  непрерывная функция, для

которой

Более того для  будут справедливы оценки

(9)

, , что означает

С л е д с т в и е  1. Оценку (9) можно переписать
следующим образом

Т е о р е м а  3. Пусть ,  и  банаховы
прострaнства, , ,

 = 0, отображения ,  и
p-фактор оператор  определены согласно
(4) и (5).

W Y Z
+∈ ×1( )pF C W Y × →:F W Y Z

( *, *)F yv v( , )kF y = 1, ,k p
Ψ ( )p h

h

 ( )

=1
Ker ( *

p r r
rr

F
v

v || ||h ΨIm ( )p h
F p v( *, *)y

h
α > 0 ν > 0

δ αν= p

δ νϕ → v( ) : ( *) ( *)y U y U

ϕ v( *) = *y

ϕ( ( ), ) = 0F y y δ∀ ∈ ( *)y U y

ϕ + +v v( ) = * ( ) ( )y h y y γ( ) = ( )h y y h
δγ ⋅ → R( ) : ( *)U y γ ⋅( )

δ
−

≤ γ ≤ ν ∈

α

1

1

|| *||
( ) , ( *).

p

p

y y
y y U y

v( )y

−

+
≤

γ v
v 1

=1

|| ( * ( ), )||
|| ( )|| ,

( )
r

p
r Z

W r
r

F h y y
y K

y

δ∈ ( *)y U y γ ≠( ) 0y

γv
2|| ( )|| = ( ( )).Wy O y

δ

≤ +

∈ ≠

v v

1

=1
|| ( )|| || ( * ( ), )||

( *), * .

r

p
r

W r Z
r

y K F h y y

y U y y y

W Y Z
+∈ ×1( )pF C W Y × →:F W Y Z

( *, *)F yv v( , )iF y = 1, ,i p
Ψ ( )p h

Предположим, что существует элемент

, , ,

,  такой, что  = Z,
т.е.  -регулярно в точке  на элементе 
относительно пространства .

Тогда для достаточно малых ,  и
 существуют непрерывное отображение

 и константа K > 0 такие, что
выполнены следующие соотношения

a) ;

b)  ;

c) , где ,
 и  любая фиксированная, не-

прерывная функция, удовлетворяющая условию

Более того  удовлетворяет

, , что означает

З а м е ч а н и е  1. Элемент  в теореме 2 опре-
деляется производными отображения  по пере-
менной , а в теореме 3 – смешанными производ-
ными отображения  по переменным .

3. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ БЮРГЕРСА
Рассмотрим нелинейное уравнение Бюргерса

с малым параметром  вида

(10)

, T > 0, где  достаточно
гладкое отображение (по крайней мере до поряд-
ка ) и , , при
этом  тривиальное решение этого
уравнения, соответствующее .

При этом отображение  является 3-регу-
лярным на элементе , где .

Применяя к отображению  теорему 3,
полагая

получаем следующий результат о существовании
решения (10).

∈ v
v

( , )

( )

=1
Ker ( *, *)

y

p r r
rr

h F y || || = 1h ∈ ×h W Y

v= [ , ]yh h h = 0yh Ψ ⋅ ×Im ( ) (0 )p h Y
F p v( *, *)y h

Y
α > 0 ν > 0

δ αν= p

δ νϕ → v( ) : ( *) ( *)y U y U

ϕ v( *) = *y

ϕ( ( ), ) = 0F y y δ∀ ∈ ( *)y U y

ϕ + +v v( ) = * ( ) ( )y h y y γ( ) = ( ) yh y y h
δγ ⋅ → R( ) : ( *)U y γ ⋅( )

−
≤ γ ≤ ν

α

1

1

|| *||
( ) .

p

p

y y
y

v( )y

−

+
≤

γ v
v v 1

=1

|| ( * ( ), )||
|| ( ) ,

( )
r

p
r Z

W r
r

F h y y
y K

y

δ∈ ( *)y U y γ ≠( ) 0y

γv v
2|| ( )|| = ( ( )).Wy O

h
F

y
F v( , )y

ε

ε − + + ε 2( , ) = = 0,t xx xF u u u uu u

Ω → π ×: ([0, ] [0, ])F С T F

+ 1p π(0, ) = ( , ) = 0u t u t ( ,0) = sinu x k x
ε( *, *) = (0,0)u

= * = 0k k
ε( , )F u

ε= [ ,0 ]uh h −= sint
uh e x

ε( , )F u

ε εv v( , ) = ( , ), := , := ,F y F u u y
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Т е о р е м а  4. Для достаточно малых , ν > 0

и , , при ,  су-

ществует непрерывное решение (10) вида

где  некоторая непрерывная функция такая,

что , а .
Доказательство данного результата подобно

доказательству аналогичных теорем в [8–10], по-
этому здесь не приводится.

Для неоднородного нелинейного уравнения
Бюргерса вида  = f(x,
t), введя отображение , по-
лучим однородное относительно , , f уравнение

(11)

где , T > 0,
 и, не ограничивая общности,

рассмотрим случай нулевых начальных условий
.

Заметим, что  и

 определяется решением уравнения

которое обозначим через .
Тогда

и

где  – функция Грина (см., например,
[13, 14]), а отображение  является 3-регу-
лярным на элементы .

Применяя теорему 3 и полагая
, ,  и  =

= (0, 0, 0).
Т е о р е м а  5. Для ,  достаточно ма-

лых при  и  суще-

ствует непрерывное решение уравнения (11) вида

(12)

α > 0

ε ∈( ) ( )k C R ε ∈ R ε ≤ αν3| | ε ≤ ε ≤ ν
α

1
3

1
3

( )k

ε γ ε + ε( , , ) = ( ) ( , , ),uu x t h y x t

ε ε( ,0, ) = ( )sin ,u x k x

γ ε( )

γ ε ε( ) = ( ( ))O k ε ε
1
3|| ( , , )|| = ( )y x t o

ε − + + ε 2( , ) = xx xxF u u u uu u
ε ε −( , , ) = ( , )F u f F u f

u ε

ε − + + ε −2( , , ) = ( , ) = 0,t xx xF u f u u uu u f x t

Ω× π × → π ×: ([0, ] [0, ]) ([0, ] [0, ])F С T С T
π(0, ) = ( , ) = 0u t u t

( ,0) = 0u x

ε
 − 
 

2

2'(0,0,0) = ,0 ,1
( )

f
d dF
dt dx

Ker '(0,0,0)F

ε − −'(0,0,0)[ , , ] = ( , ) = 0,t xxF u f u u f x t

ε= ( ( , , ),0 , ( , ))h u x t f f x t

ε ∈ ∩
∩ Ψ3 3

3

= ( ( , , ),0 , ( , )) Ker '(0,0,0)

Ker '''(0,0,0) = Ker ( )

h u x t f f x t F

PF h

π

ξ τ ξ τ ξ τ 
0 0

( , , ) = ( , , , ) ( , ) ,
t

u x t f G x t f d d

ξ τ( , , , )G x t
ε( , , )F u f

h

ε( , ) = ( , , )F y F u fv v := ( , )u f ε:=y ε( *, *, *)u f

α > 0 ν > 0

ε ∈ −αν αν3 3( , )
 
ε ∈ ν
 α
 

1
3

|| ( , )|| ,f x t

ε + ε( , , , ) = ( , , ) ( , , , ),u x t f u x t f y x t f

где

(13)
Аналогично могут быть исследованы уравне-

ния

(14)

(15)

где , , а также при неодно-
родных начальных условиях вида .
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ON THE APPLICATION OF THE SOLUTION 
OF THE DEGENERATE NONLINEAR BURGERS EQUATION 
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The article discusses various modifications of the nonlinear Burgers equation with small parameter and de-
generate in solution of the form

  (1)

where , ,  and , ,
, . We will be interested in the most important in applications case of

a small parameter ε with oscillating initial conditions of the form , where k –some, generally
speaking, constant depending on ε, and study the question of the existence of a solution in neighborhood of
the trivial , which corresponds to  and at what initial Under certain conditions on
the values of k, it is possible to construct an analytical approximation of this solution for small ε.
We will look for a solution in the traditional way of separation of variables on a subspace of functions of the
form , where , . In this case, the problem under consideration is
degenerate at the point , since . This follows from the
Sturm-Liouville theory. To achieve our goals, we apply the apparatus of p-regularity theory [6, 7, 15, 16] and
show that the mapping  is 3-regular at the point , т.е. p = 3.
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