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Разработан метод численного решения нелинейного уравнения, описывающего диффузионный пе-
ренос энергии излучения. Метод основан на введении в параболическое уравнение второй произ-
водной по времени с малым параметром и явной разностной схеме. Явная аппроксимация исходно-
го уравнения позволяет реализовать на ее основе алгоритм, эффективно адаптируемый к архитек-
туре различных высокопроизводительных вычислительных систем. Новая схема обеспечивает,
сравнительно с исходной схемой, более крупный шаг интегрирования по времени и достаточно вы-
сокое разрешение структуры решения, обеспечивая второй порядок точности. Предложен эвристи-
ческий подход выбора параметров трехслойной разностной схемы. Перспективной областью при-
ложений разработанного метода могут быть задачи физики плазмы и астрофизики.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Высокая трудоемкость решения задач радиа-

ционной гидродинамики общеизвестна и стиму-
лирует поиски новых подходов к конструирова-
нию численных алгоритмов. Методика, предлага-
емая в настоящей работе, в основе имеет явную
трехслойную разностную схему, которая приме-
няется к уравнению переноса излучения, следую-
щему из диффузионной модели.

Диффузионное приближение широко приме-
няется в задачах высокотемпературной газовой
динамики для описания вклада излучения [1, 2].
Его использование позволяет понизить размер-
ность решаемой задачи о лучистом переносе
энергии за счет того, что во многих практически
важных случаях позволяет эффективно опреде-
лить поток W и плотность энергии излучения U,

где c – скорость света, не прибегая к дорогостоя-
щему расчету интенсивности энергии излучения I в
зависимости от направления полета фотонов Ω.
Например, в задачах, связанных с генерацией ко-
роткоживущей плазмы под действием импульс-
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ного источника энергии (лазер, электроразряд-
ный генератор) на конденсированное вещество,
анизотропия излучения в основном заметна в на-
чальной стадии процесса, в сравнительно узкой
зоне вблизи фронта излучения, и мало влияет на
следующее за ним течение плазмы. В подобных
ситуациях диффузионное приближение дает
вполне приемлемое качественное и количествен-
ное описание лучистого теплообмена.

Диффузионная модель переноса энергии из-
лучением включает следующие уравнения [1–3].
Все уравнения записаны в системе единиц из ра-
боты [1].

(1.1)

(1.2)

где U – плотность энергии излучения; T – темпе-

ратура среды;  – энергия равновесного

излучения тела при локальной температуре мате-
риала T (σ – постоянная излучения Cтефана-
Больцмана); æ = 1/l – осредненный по спектру
коэффициент поглощения; l – длина свободного
пробега фотона, t – время, с – скорость света;  –
поток энергии излучения.
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При этом вклад лучистой энергии в удельную
внутреннюю энергию среды Е описывается урав-
нением

(1.3)

Начальные и граничные условия системы (1.1)–
(1.3) задаются для конкретной задачи. Несмотря
на широкое распространение в практике реше-
ний задач динамики излучающего газа [3] ис-
пользование диффузионного приближения явля-
ется не простой алгоритмической проблемой.

Аппроксимации системы уравнений (1.1)–
(1.2) посредством неявных схем приводят к систе-
мам сеточных уравнений, которые необходимо
решать с помощью тех или иных итерационных
схем. Соответствующие алгоритмы в параллель-
ной реализации показывают резкое снижение
эффективности параллельных вычислений, осо-
бенно при использовании систем с экстрамассив-
ным параллелизмом [4]. Локально-итерацион-
ные методы решения сеточных систем уравнений
имеют хорошую перспективу, однако, несмотря
на достигнутый в последние годы прогресс в их
разработке (см., напр., [5]), требуются дальней-
шие исследования по их адаптации (в частности,
повышение эффективности при обменах данны-
ми в подходах типа геометрического параллелиз-
ма) для расчетов на перспективных гетерогенных
вычислительных системах, в которых в качестве
ускорителей используются графические платы.
Большой проблемой при моделировании нели-
нейных процессов, зачастую снижающей эффек-
тивность использования итерационных методик
в системах распределенных вычислений, являет-
ся разбалансировка нагрузки компьютера.

Явные схемы, которые идеально подходят для
распараллеливания, имеют при решении эволю-
ционных задач весьма жесткие ограничения на
шаг по времени, что необходимо для устойчиво-
сти счета. Это создает большие проблемы при
расчете процессов в сильно неоднородных сре-
дах. Мы видим, следовательно, что, для того,
чтобы стало возможным решение практических
многомерных задач переноса излучения в среде,
неявные, так и явные схемы решения сеточных
уравнений типа диффузии необходимо адаптиро-
вать к архитектурам современных суперкомпью-
терных систем гетерогенной архитектуры.

В данной работе предлагается трехслойная яв-
ная схема для решения уравнения плотности лу-
чистой энергии U. Эта схема является следствием
модифицированного за счет добавления члена с
малым параметром при второй производной по
времени уравнения диффузии.

Модифицированное уравнение диффузии и
алгоритм его решения рассмотрим в следующем
параграфе.

æ(∂ = −
∂

).p
E c U U
t

2. МОДИФИЦИРОВАННОЕ УРАВНЕНИЕ 
ДИФФУЗИИ

Уравнения диффузионной модели (1.1)–(1.2) в

приближении  описывают квазистацио-

нарное поле излучения, которое соответствует
“практически мгновенному” установлению луче-
испускательной способности и коэффициента
поглощения излучения, зависящих от температу-
ры и плотности вещества, которые, в свою оче-
редь, могут зависеть от времени. Это приближе-
ние справедливо, когда характерное время изме-
нения состояния вещества в расчетной области
(время гидродинамических процессов) много
больше времени прохождения этой области све-
том. В дальнейшем изложении не рассматривает-
ся зависимость излучательной способности и ко-
эффициента поглощения от частоты излучения.
В случае необходимости ее учета все полученные
результаты легко обобщаются для многогруппо-
вой по спектру модели [3].

Остановимся на физических и математиче-
ских аспектах построения диффузионной модели
(1.1)–(1.2).

Уравнение для одномерного, зависящего от
времени переноса излучения имеет вид [1, 2]:

(2.1)

где I – удельная интенсивность излучения, z –
пространственная координата, μ – косинус угла
относительно оси z.

В прикладных расчетах [1–3] широко исполь-
зуются приближения, основанные на угловых мо-
ментах интенсивности излучения (2.1). Первые
два угловых момента I для плоского слоя опреде-
ляются как:

где U – плотность энергии излучения, W – поток
излучения. Нулевой момент уравнения (2.1) удо-
влетворяет уравнению [1, 2]:

(2.2)

которое является выражением энергетического
баланса поля излучения.

Первый момент уравнения (2.1) находится пу-
тем умножения его на μ, и интегрирования по
полному телесному углу:

(2.3)
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Здесь появляется третий угловой момент, P =

= , который представляет собой

давление лучистого потока. Соответственно,
уравнение (2.3) выражает баланс импульса фото-
нов.

Учитывая уравнение баланса материальной
энергии (1.3) для определения T, уравнения (2.2)
и (2.3) имеют три неизвестных: U, W и P. Извест-
ный и самый простой в реализации способ замы-
кания получается в предположении зависимости
давления излучения от плотности энергии:

Уравнение (2.3) при этом преобразуется к виду:

(2.4)

Уравнение энергетического баланса (2.2) оста-
ется неизменным. Уравнения (2.2), (2.4) состав-
ляют основу так называемого приближения P1.
В работе [6] было показано, что в пределе оптиче-
ски толстой среды решение в модели P1 имеет те
же разложения нулевого и первого порядка, что и
решение исходного уравнения переноса.

Уравнения диффузионной модели (1.1)–(1.2)
соответствуют приближению P1, если в (2.4) пре-
небречь производной по времени от потока излу-
чения W. Нестационарность поля излучения в
диффузионном приближении учитывается чле-

ном  в (2.3). Исключая из (1.1)–(1.2) поток W,

получим нестационарное уравнение диффузии
вида [2]:

(2.5)

Здесь второе слагаемое записано в дивергент-
ной форме, т.к. коэффициент æ в общем случае
может зависеть от температуры и плотности сре-
ды и, тем самым, от пространственной координа-
ты. Начальные и граничные условия задаются для
конкретной задачи. Уравнение (2.5) является урав-
нением параболического типа. С целью построения
эффективного вычислительного алгоритма заме-
ним (2.5) на уравнение гиперболического типа с ма-
лым параметром , имеющим размерность вре-

мени, при второй производной :

(2.6)

По форме уравнение (2.6) совпадает с предло-
женным и исследованным в [8, 9] и других рабо-
тах гиперболизированным квазилинейным пара-
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болическим уравнением. Поэтому для его чис-
ленного решения можно применять явную
трехслойную разностную схему, удовлетворяю-
щую общим условиям устойчивости [7]. Такая
схема предложена и изучена в работах [8, 9].

Малый параметр при второй производной τ в
данном случае можно получить из системы (2.2),
(2.4), отбросив производные по времени от мед-
ленно меняющихся параметров Up и æ, которые
зависят от термодинамического состояния среды.
Параметр τ имеет ясный физический смысл – это
время прохождения светом расстояния порядка
длины свободного пробега фотона τ = 1/(сæ) = l/с.
Однако в сеточной модели минимальное расстоя-
ние равно шагу сетки и τ = h/c (h = δl, δ ~ 10–2).
Поэтому с целью стабилизации схемы и увеличе-
ния допустимого шага интегрирования по време-
ни предлагается увеличить значение этого пара-
метра, или, что эквивалентно, уменьшить эффек-
тивную скорость света с → αс, 0 < α < 1. Значение
α следует выбирать таким образом, чтобы, прежде
всего, выполнялось условие устойчивости. Огра-
ничение на параметр α по устойчивости имеет и
другой аспект. При моделировании радиацион-
но-гидродинамических процессов корректирую-
щий фактор α должен подчиняться физическому
ограничению: модифицированная скорость света
с' = αс должна быть много больше характерных
скоростей гидродинамических процессов, учиты-
ваемых в конкретной радиационно-гидродина-
мической модели. Поэтому обоснованный выбор
значения параметра α является основной пробле-
мой рассматриваемой нами модификации пара-
болического или эллиптического уравнения: он
должен обеспечивать значительный вычисли-
тельный эффект, позволяя выполнять расчет по
трехслойной явной схеме с разумным с вычисли-
тельной точки зрения шагом по времени.

Выпишем аппроксимирующую (2.6) трехслой-
ную явную схему:

(2.7)

Здесь Δt – шаг по времени при решении эво-
люционной радиационно-газодинамической за-
дачи;  – разностная аппроксима-
ция дивергенции потока cdiv l/3 grad U, k – индекс
пространственной координаты;  – значение
плотности энергии излучения U на j-слое по време-
ни в центральном элементе разностного шаблона.

Можно предложить следующую оценку, под-
твержденную рядом вычислительных экспери-
ментов
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где h – пространственный размер ячейки сетки,
V – характерная скорость процесса.

Из общей теории устойчивости разностных
схем [7] можно получить критерий устойчивости
трехслойной явной схемы типа (2.7), который
имеет вид [8]

(2.8)
что значительно более приемлемо, чем условие
устойчивости явной двухслойной схемы для па-
раболического уравнения [7]

(2.9)
Данное различие особенно заметно проявляется
при использовании разностных сеток большого
размера. Именно для такого случая подробной
пространственной сетки, требующей для своей
обработки больших вычислительных мощностей,
используются высокопроизводительные вычис-
лительные системы.

Как показывает теоретический анализ линеа-
ризованной задачи [10], при малом значении τ
различие между гиперболизированной и исход-
ной системами незначительно. Однако из опыта
решения больших задач, имеющих реальный фи-
зический смысл, известно, что оценки, получен-
ные в линейном приближении, не всегда выпол-
няются.

В следующем параграфе рассмотрим результа-
ты вычислительного эксперимента применитель-
но к решению задачи радиационной газовой ди-
намики, связанной с выбором параметра τ и срав-

æΔ < ⋅ ≈3 2
1 1;    1/ ,t C h C V

æΔ < ⋅ ≈2
2 2;    1/2 .t C h C

нением решения гиперболизированного (2.8) и
исходного (2.7) уравнений диффузии.

3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Вычислительные эксперименты проводились
на одномерных задачах, поскольку явная схема
для многомерного случая будет отличаться толь-
ко способом аппроксимации пространственных
производных, и ее реализация не вызывает прин-
ципиальных трудностей. Для выбора параметра τ
следует использовать линейный размер ячейки
пространственной сетки h.

Для тестирования разработанной методики
использовались точные решения из работ [11],
[12]. В этих работах приведены решения системы
уравнений энергии и диффузии излучения в
плоском одномерном случае без учета рассеяния

при специально выбранных начальных и гранич-
ных условиях, а также с использованием уравнения
состояния и коэффициента поглощения вида:

В каждом случае задача решалась с помощью
как исходной (2.5), так и гиперболизированной
системы (2.6). Для решения гиперболизирован-
ного уравнения использовалась трехслойная схе-
ма (2.7).

На рис. 1 и 2 приведено решение для двухоб-
ластной задачи с разрывным коэффициентом по-
глощения, рассмотренной в ([11], задача 4).

Решение системы (1.1)–(1.3) при данных на-
чальных и граничных условиях:

æ(
æ
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Рис. 1. Плотность энергии излучения. Шкала слева:
1 – численное решение, τ = h/c; 2 – численное реше-
ние, τ = h/(0.01c). Шкала справа: 3 – погрешность
численного решения, τ = h/c; 4 – погрешность чис-
ленного решения, τ = h/(0.01c).
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Расчет выполнялся на отрезке [0, 2], шаг про-
странственной сетки h = 0.01. На графиках пред-
ставлены рассчитанные профили плотности
энергии излучения U и внутренней энергии Е
(сплошные линии, левая шкала) в системе еди-
ниц [11], где с = 3, при двух значениях малого па-
раметра при второй производной: τ = h/c и τ =
= h/(0.01c) на момент времени tmax = 1. Соответ-
ствующие этим значениям графики 1 и 2 на обоих
рисунках визуально не отличимы друг от друга и
от точного решения, полученного в [11]. Пунк-
тирными линиями показана погрешность раз-
ностного решения в норме С, им соответствует
правая шкала. Относительная погрешность для U
и для Е при τ = h/c в равномерной норме имеет
порядок 10–4, см. табл. 1. Погрешность в инте-
гральной норме на порядок меньше. При увели-
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чении τ в 100 раз погрешность увеличилась в
~10 раз. Тем самым экспериментально подтвер-
ждены оценки (2.8) и (2.9) для явных схем реше-
ния соответственно систем (2.5) и (2.6). При этом
шаг по времени, выбранный из условия (2.8), со-
ставлял 1.4 ×10–4 и 1.4 × 10–3 соответственно, то-
гда как допустимый шаг по времени для явной
схемы (2.9) для исходного параболического урав-
нения Δtmax = h2/(2æmax) = 2.5 × 10–5. Таким обра-
зом, благодаря использованию модифицирован-
ного уравнения диффузии и трехслойной раз-
ностной схемы было достигнуто увеличение шага
интегрирования по времени более чем в 50 раз
при сохранении высокой точности разностного
решения.

Возможность увеличения шага по времени в
несколько десятков раз делает реальным расчет
многомерных задач на подробных простран-
ственных сетках с использованием современных
вычислительных систем сверхвысокой произво-
дительности.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Метод гиперболизации уравнения диффузион-

ного переноса излучения имеет хорошую перспек-
тиву в отношении решения задач радиационной га-
зовой динамики на современных и перспективных
многопроцессорных вычислительных системах.
Тестовые решения показали эффективность ги-
перболизации для задач в приближении “серого”
вещества, однако при соответствующих доработ-
ках, обусловленных необходимостью детализа-
ции выбора стабилизирующего фактора в зависи-
мости от спектрального состава излучения, метод
вполне применим в многогрупповом спектраль-
ном приближении. Также стабилизированные
трехслойные схемы для модели диффузионного
переноса будут полезны в вычислениях на много-
мерных пространственных сетках сложной струк-
туры, таких как, например, неструктурированные
или локально-адаптивные иерархические сетки.

Важным направлением дальнейшего развития
методики является исследование возможности
выполнения расчетов с переменным шагом по
времени и/или переменным малым параметром
при второй производной по времени. Это позво-
лит существенно повысить эффективность вы-
числений при сильных изменениях параметров

Рис. 2. Внутренняя энергия. Шкала слева: 1 – числен-
ное решение, τ = h/c; 2 – численное решение, τ =
h/(0.01c). Шкала справа: 3 – погрешность численного
решения, τ = h/c; 4 – погрешность численного реше-
ния, τ = h/(0.01c).
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Таблица 1. Относительная погрешность численного решения

t = h/c 7.0 × 10–4 4.5 × 10–4 1.7 × 10–4 1.38 × 10–4

τ = h/(0.01c) 10–2 4.0× 10–3 3.0 × 10–3 1.7 × 10–3
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ЧЕТВЕРУШКИН и др.

среды и при использовании динамически пере-
страиваемых сеток.

Метод гиперболизации диффузионного при-
ближения, очевидно, сохраняет эволюционный
вид уравнений, позволяющий относительно лег-
ко реализовать самосопряженные консерватив-
ные алгоритмы расчета, и хорошую проработку
базовых численных методов решения параболи-
ческих уравнений.

Как уже отмечалось, данный подход позволяет
существенно сократить время расчета. Это явля-
ется актуальным для решения многомерных задач
радиационной газовой динамики с учетом спек-
тральной зависимости поля излучения. Именно
моделирование таких процессов является наибо-
лее ресурсоемким и требует привлечения для сво-
его решения вычислительных систем высокой и
сверхвысокой производительности.
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THREE-LAYER SCHEME FOR SOLVING
THE RADIATION DIFFUSION EQUATION

Academician of the RAS B. N. Chetverushkina, O. G. Olkhovskayaa, and V. A. Gasilova

a Keldysh Institute of Applied Mathematics of RAS, Moscow, Russian Federation

A method has been developed for the numerical solution of a nonlinear equation describing the diffusion
transfer of radiation energy. The method is based on the introduction of the second time derivative with a
small parameter into the parabolic equation and an explicit difference scheme. Explicit approximation of the
initial equation makes it possible to implement on its basis an algorithm that is effectively adapted to the ar-
chitecture of high-performance computing systems. The new scheme provides, in comparison with the orig-
inal scheme, a larger time integration step and a sufficiently high resolution quality of the solution structure,
providing the second order of accuracy. A heuristic algorithm for choosing the parameters of a three-layer dif-
ference scheme is proposed. A promising field of application of the method can be problems of plasma phys-
ics and astrophysics.

Keywords: radiative transfer of energy, radiation diffusion model, nonlinear parabolic equation, explicit dif-
ference scheme, high-performance computing
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