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§ 1. Пусть M – функция Орлича, т.е. непре-
рывная выпуклая возрастающая функция на

, . Пространство Орлича LM [1, 2]
состоит из всех измеримых на  функций, для
которых конечна норма Люксембурга

Аналогично, если  – функция Орлича, то про-
странство Орлича последовательностей  состоит

из всех последовательностей , для которых
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странства LM (соотв. ) зависит (с точностью до
эквивалентности норм) лишь от поведения функ-
ции M при больших значениях аргумента (соотв.
функции  при малых значениях аргумента).

Пространство LM (соотв. ) сепарабельно то-
гда и только тогда, когда  для неко-
торого  и всех достаточно больших  (соотв.

 для некоторого  и всех доста-
точно малых ). В этом случае пишем  (со-
отв. ).

Для каждой функции Орлича M определим ин-
дексы Матушевской–Орлича в бесконечности:

Как нетрудно проверить, .

Пусть  – функция Орлича, . Опреде-
лим следующие (непустые компактные) подмно-
жества пространства :

где  – выпуклая оболочка U, а замыкание
берется в  Согласно известной теореме
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Й. Линденштраусса и Л. Цафрири [3], теорема 4.a.8,
пространство Орлича  изоморфно некоторому
подпространству пространства  тогда и только

тогда, когда . Определим также индексы
Матушевской–Орлича функции  в нуле:

Тогда , и пространство  ( , если
) изоморфно некоторому подпространству

пространства Орлича  тогда и только тогда, ко-

гда  [3], теорема 4.a.9.
Говорят, что (замкнутое линейное) подпро-

странство H пространства Орлича LM сильно вло-
жено в LM, если сходимость в LM-норме и по мере
на H эквивалентны1. В частности, в силу неравен-
ства Хинчина [4], глава V, теорема 8.4, функции
Радемахера , , ,
порождают сильно вложенное подпространство
в LM, если .

Множество  имеет равностепенно не-
прерывные нормы в пространстве Орлича LM, если

Нетрудно показать, что подпространство H силь-
но вложено в LM, если его единичный шар

 имеет равностепенно не-
прерывные нормы в LM. Обратное утверждение,
вообще говоря, не имеет места (см., например, [5,
пример 2]).

Главная цель этой заметки состоит в изучении
введенных свойств для подпространств про-
странства Орлича LM, порожденных независимы-
ми одинаково распределенными функциями.
Изучению таких подпространств посвящена об-
ширная литература. Ж. Бретаноль (J. Bretagnolle)
и Д. Дакунья-Кастель (D. Dacunha-Castelle) [6–8]
получили их описание в случае, когда .
Позднее эти исследования были продолжены в ра-
ботах М.Ш. Бравермана [9–11], а также С.В. Асташ-
кина, Д.В. Занина и Ф.А. Сукочева [12–14].

§ 2. Измеримые на  функции  и  называ-
ются равноизмеримыми, если

1 В случае, когда , такое подпространство называ-
ют также -пространством.
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(mes – мера Лебега на ).

Всюду далее M – функция Орлича, ,
LM – пространство Орлича,  – последова-
тельность независимых (в вероятностном смыс-
ле) функций, равноизмеримых с некоторой

функцией , , . Кро-

ме того, через  и  будут обозначаться соот-
ветственно подпространство LM, порожденное
последовательностью , и единичный замкну-
тый шар этого подпространства.

Из результатов работы [15] следует, что
последовательность  эквивалентна в LM кано-
ническому единичному базису  в пространстве
Орлича последовательностей  (обозначаем это
как ), где функция  удовлетворяет соот-
ношению:

Здесь  – оператор растяжения, σnx(t) :=
:= , , и константа  не за-
висит от . Напомним, что оператор  ограничен в
каждом пространстве Орлича LM и ,

 [16, теорема II.4.4].
Следующие два утверждения показывают, что

введенные в § 1 свойства подпространства 
пространства Орлича LM при определенных усло-
виях могут быть охарактеризованы в терминах
растяжений функции .

П р е д л о ж е н и е  1. (i) Если  = ∞
и для некоторого 

(1)

то подпространство  сильно вложено в LM.

(ii) Наоборот, если подпространство  силь-
но вложено в  и , где , то
имеет место соотношение (1).

П р е д л о ж е н и е  2. Рассмотрим следующие
условия:

(a) шар  имеет равностепенно непрерывные
нормы в LM;

(b) существует функция Орлича  такая,
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Имеет место импликация . Если до-
полнительно известно, что , где 1 <

<  < 2, то справедлива также и обратная
импликация .

Применяя эти предложения вместе с результа-
тами работ [17] и [13], получаем следующее утвер-
ждение.

Теорема 1. Пусть  и 1 <
<  < 2. Предположим, что подпростран-
ство  сильно вложено в LM. Тогда, если суще-

ствует функция  такая, что для некоторо-
го  и всех 

(3)
то шар Bf имеет равностепенно непрерывные
нормы в LM.

В частности, утверждение теоремы 1 справед-
ливо при выполнении хотя бы одного из следую-
щих условий:

(a)  для некоторого C > 0 и
всех ;

(b)  для некоторого C > 0 и всех
;

(c)  для некоторого .

В случае, когда , рассматриваемые
свойства подпространств могут быть охарактери-
зованы с помощью индексов Матушевской–Ор-
лича.

Теорема 2. Пусть M – такая функция Орлича,

что  и . Следующие
условия эквивалентны:

(a) шар Bf имеет равностепенно непрерывные
нормы в LM;

(b) подпространство  сильно вложено в LM;

(c) , где функция  – такова, что
.

В частности, так как , если ,
получаем

С л е д с т в и е  1. Если , то  –
-пространство   – -пространство

для некоторого   , где .

Последний результат показывает, что в гиль-
бертовом случае, т.е. когда , ситуация
сильно упрощается.

Теорема 3. Пусть   – последова-
тельность независимых функций, равноизмеримых

( ) ( )b a
ψ≈ [ ]

Mk Lf

ψ ψα ≤ β0 0

( ) ( )a b

∞ ∞α ≤ β1 < < 2M M

ψ ψα ≤ β0 0

[ ]kf

ψϕ ∈ 0
,1C

> 0C ∈, [0,1]s t

ψ ≤ ψ ϕ( ) ( ) ( ),st C s t

ψ ≤ ψ ψ( ) ( ) ( )st C s t
∈, [0,1]s t

ψαψ ≤ ψ
0

( ) ( )st Ct s
∈, [0,1]s t

− ∈1/ p
Mt L ψ∈ α0(0, )p

∞− β ∈1/ M
Mt L

∞ ∞α ≤ β1 < < 2M M

∞− β ∈1/ M
Mt L

[ ]kf
∞

ψα β0 > M ψ
ψ≈ [ ]kf

∞β =M p ( ) = pM t t

1 < < 2p [ ]k pL
f

Λ( )p ⇔ [ ]k pL
f Λ( )q

>q p ⇔ ψα0 > p ψ≈ [ ]k pL
f

2( ) =M t t
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с f,  . Тогда единичный шар

подпространства  имеет равностепенно не-
прерывные нормы в L2.
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Subspaces of an Orlicz space LM generated by probabilistically independent copies of a function ,

, are studied. In terms of dilations of f, we get a characterization of strongly embedded subspac-
es of this type and obtain conditions that guarantee that the unit ball of such a subspace has equi-absolutely
continuous norms in LM. A class of Orlicz spaces such that for all subspaces generated by independent iden-
tically distributed functions these properties are equivalent and can be characterized by Matuszewska–Orlicz
indices is determined.

Keywords: independent functions, strongly embedded subspace, equi-absolute continuity of norms, Orlicz
function, Orlicz space, Matuszewska–Orlicz indices
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