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Рассматривается задача поиска глобального экстремума неотрицательной функции на положитель-
ном параллелепипеде в n-мерном евклидовом пространстве. Предложен метод локализации фик-
тивных экстремумов в ограниченной области вблизи начала координат, что позволяет отделить точ-
ку глобального экстремума от фиктивных экстремумов путем отбрасывания его на существенное
расстояние от множества локализации фиктивных минимумов. При этом за счет выбора начальной
точки в методе градиентного спуска удается обосновать сходимость итерационной последователь-
ности к глобальному экстремуму минимизируемой функции.
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Рассматривается задача

(1)

где . При этом
считаем, что в точке минимума ,

 и , .
Данные предположения не являются принци-

пиальными, но облегчают описание предложен-
ного подхода решения таких задач. Пусть ,

, множество локальных минимумов для за-
дачи (1), , и глобальный минимум
достигается при  в точке . В общем
случае данная задача является многоэкстремаль-
ной. Один из способов ее решения – это класси-
ческий градиентный метод [1], схема которого
имеет следующую структуру

(2)

и при определенных условиях на выбор шага 
(например, [1, 2]),
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последовательность xk сходится к некоторому ло-
кальному минимуму  (см. [1]). Проблема
состоит в том, что локальных минимумов может
быть много  и, в зависимости от начальной
точки , мы получим тот или иной локальный
экстремум . Учитывая свойства гради-
ентного метода, естественно предположить, что

– итерационная последовательность (2), опре-
деленная начальной точкой , будет сходиться к
ближайшему локальному минимуму, т.е.

(4)

Предположение (4) весьма естественно, и мы
примем его в качестве отправного.

Отметим, что функция  определена только
в прямоугольнике , но мы можем ее доопреде-
лить гладким образом за границы прямоугольни-
ка (параллелепипеда)  так, что

где  – оператор проектирования на Π, т.е.
 будет квадратично возрастать вне прямо-

угольника Π и заведомо вне Π не будет локальных
экстремумов у доопределенной функции :

(5)
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и значения  при  будут больше, чем
внутри прямоугольника Π.

Новизна метода состоит в том, что делается за-
мена координат

(6)

и минимизируется функция  во всем
пространстве , где  – решение системы (6).
Здесь  достаточно малое число, при котором

фиктивные (локальные) минимумы ,

, функции  остаются в ограниченном
параллелепипеде

где , , , m =

= , а глобальный минимум  = y* =

=  отбрасывается от области , в

которой локализуются фиктивные экстремумы
, , т.е.

где N достаточно велико и  при .
Причем в новых переменных функция  до-

стигает минимума в точке , т.е. .

В дальнейшем, при использовании наших по-
строений, потребуется решать одномерное урав-

нение (см. ниже (8)) на каждом шаге итерацион-
ного процесса, что является платой за возмож-
ность получения (вычисления) глобального
минимума в пространстве  и, на наш взгляд, яв-
ляется несравненно более элементарной проце-
дурой при решении -мерной задачи. Поэтому
мы будем использовать задачу (8) как вспомога-
тельную и несравнимо более простую, не требую-
щую особых вычислительных затрат. При этом
для всех фиктивных экстремумов , ,
будет выполнено неравенство , где кон-

станта C не зависит от N, а  при

 достаточно больших. Если взять начальную
точку , то будет выполнено со-
отношение (4), так как

при  достаточно больших. Здесь мы учитываем,
что , ибо . Таким образом, градиент-
ный метод

(7)

 с выбором шага по формуле (3),
согласно предположению (4), будет сходиться к
точке глобального минимума y* функции  =
= ϕ(x(y)), а значит к .

При этом , где  берем
как решение уравнения (6) и по теореме о неяв-
ной функции

Очевидно, что для существования  нужно
требовать невырожденность матрицы  во
всех точках .

Все вышеизложенное можно сформулировать
в виде следующего результата:

Теоpема 1. Пусть , , ,

выполняется предположение (4) и матрица  не-

вырождена для всех .
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Тогда существует достаточно большое ,
такое, что при  и  выпол-
няется неравенство

и метод (7) сходится к  при , где  выби-
рается из условия (3). (Или  при .)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать,
что вне области  не будет локальных экстрему-
мов, кроме , т.е. , .

Действительно, если для некоторого 
будет , то либо , либо матри-
ца  вырождена. Второе очевидно невозможно
в силу условий теоремы. Если же , то
либо , что и требовалось, либо соответству-
ющий . Но в последнем случае градиент

 не может равняться нулю вне области ,
согласно (5). Теорема доказана. h

Подчеркнем тот факт, что по формуле

 ищется как решение одномерного уравне-
ния относительно неизвестного :

(8)

здесь , , что является более простой
вычислительной задачей, по сравнению с реше-
нием системы -мерных уравнений. Тогда после-
довательность  сходится к  при ,

.
Другой подход к решению задачи глобальной

оптимизации можно найти, например, в [3].
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THE METHOD OF FICTITIOUS EXTREMA LOCALIZATION
IN THE PROBLEM OF GLOBAL OPTIMIZATION

Academician of the RAS Yu. G. Evtushenkoa,b and A. A. Tret’yakova,c

a Federal Research Center “Informatics and Control” of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
bMoscow Institute of Physics and Technology (National Research University), Dolgoprudny, Moscow olast, Russian Federation
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The problem of finding the global extremum of a non-negative function on a positive parallelepiped in n-di-
mensional Euclidean space is considered. A method of fictitious extrema localization in a bounded area near
the origin is proposed, which allows to separate the global extremum point from fictitious extrema by discard-
ing it at a significant distance from the localization set of fictitious minima. At the same time, due to the
choice of the starting point in the gradient descent method, it is possible to justify the convergence of the it-
erative sequence to the global extremum of the minimized function.

Keywords: global extremum, local minimum, gradient descent method, convergence
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