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1. ВВЕДЕНИЕ

В этой работе изучается поведение аттракто-
ров начально-краевой задачи для двумерной си-
стемы уравнений Навье–Стокса в среде с анизо-
тропной вязкостью и локально периодическими
мелкими препятствиями, расстояние между ко-
торыми и их диаметры зависят от малого пара-
метра (см. рис. 1), при стремлении этого малого
параметра к нулю. Предполагается, что поверх-
ность препятствий взаимодействует со средой.

Аттракторы для двумерной системы Навье–
Стокса впервые были определены и начали изу-
чаться с середины 1970-х годов. Отметим здесь

работу М.И. Вишика и В.В. Чепыжова [1], в кото-
рой обосновывается применение техники траек-
торных и глобальных аттракторов для усреднения
плоских начально-краевых задач гидродинамики
ньютоновских жидкостей, а также рассмотрены
физические приложения таких моделей (см. так-
же [2]).

Естественным продолжением исследований в
этой области является моделирование неньюто-
новских жидкостей, в частности, сильно анизо-
тропных вязких несжимаемых сред (см., например,
недавние работы по неньютоновской жидкости
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Рис. 1. 2D модель жидкости в среде с мелкими перио-
дическими препятствиями.
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О.А. Ладыженской [3] и усреднению неньюто-
новской сильно анизотропной среды [4]).

Отметим некоторые результаты по усредне-
нию аттракторов, которые появились в последнее
время. В работах [5] и [6] изучалось усреднение
аттракторов эволюционных уравнений и систем с
диссипацией в периодически перфорированной
области. Результаты по усреднению аттракторов
системы уравнений Навье–Стокса в периодиче-
ской изотропной среде см. в [7]. Методы, которые
использовались при исследовании таких задач,
были разработаны в [8–11].

В настоящей работе обобщаются результаты,
полученные в [7]. Предполагается, что на границе
включений выставлены специальные условия
третьего рода. Такие краевые условия совместно с
системой уравнений Навье–Стокса были предло-
жены в [12] в качестве простейшей модели для па-
ро-водяной конденсации на холодных стенках
(подробнее о модели смотри [13, § 4.1]).

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Сначала мы определим перфированную об-
ласть. Пусть Ω – гладкая ограниченная область в

. Введем обозначения

Задавая 1-периодическую по ξ гладкую функцию
 такую, что ,  =

= –1,  при , определяем

и вводим перфорированную область следующим
образом:

В соответствии с выше приведенной кон-
струкцией граница  состоит из  и границы
включений . Определим также Q = {(x,

 и .

Обозначим через H и V замыкание в  и
 множества  = 0}. По

аналогии определим  – замыкание этого множе-
ства по норме , и  – замыкание этого мно-
жества по норме , где  –
множество вектор-функций из  с нулевым
следом на . Нормы в этих пространствах опреде-
ляются, соответственно, следующим образом:
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Мы будем изучать асимптотическое поведение
траекторных аттракторов следующей начально-
краевой задачи для автономной двумерной систе-
мы уравнений Навье–Стокса

(1)

Здесь  – давление, ,

,  =  H,

,  = ,
 – вектор единичной внешней нормали

к границе,  – единичный тангенциаль-
ный вектор к границе включений. Обозначим

 – локальное включе-
ние,  – граница вклю-
чения  в растянутом пространстве .

Известно (см. ниже), что если , то суще-
ствует слабое решение  начально-краевой за-
дачи (1), принадлежащее пространству ;

; Hε), такое, что . При этом

имеем, что . Здесь  – сопря-

женное пространство к .

З а м е ч а н и е  2.1. Для доказательства суще-
ствования решения исходной задачи требуется
техника диссипативных оценок, равномерных по
параметру  (см. замечание 4.3 из [14]), а также
существование оператора продолжения с сохране-
нием регулярности функций (см. лемму 7.1 из [14]).
Доказательство проводится методом Галёркина с
использованием теоремы существования и един-
ственности для стационарной системы Навье–
Стокса (см. теорему 4.2 из [14]).

ε

ε

ε
Ω Ω

ε
Ω Ω

∇ ∇

  

  

v v v v

v v v v

2 2
2 2 2 2

=1 =1

2 2
2 2 2 2
1 1

=1 =1

|| || := | ( )| , || || := | ( )| ,

|| || := | ( )| , || || := | ( )| .

k k

k k

k k

k k

x dx x dx

x dx x dx

( )
ε

ε ε ε

ε ε

ε ε
ε

ε ε
ε
τ τ ε ε

ε

ε ε


∂ − ν + ∇ +
 ∂


+ ∇ ∈ Ω ε
∇ ∈ Ω

σ + α ε ∈ ∂ ∈ +∞
σ + α ε τ ∈ ∂

∈ ∂Ω
 ∈ Ω



2 div ( ) ( , )

= , , ,

( , ) = 0, ,

( , ) = 0, , (0, ),

( , ) = 0, ,
= 0,
= ( ), , = 0.

n n

u e u u u
t

xp g x x

u x

u n x G t

u x G
u x
u U x x t

ε( , )p x t ε ε ε ε
1 2= ( , ) = ( , )u u x t u u

ε ε ε∇ + ∇2 ( ) = ( )Te u u u ( )ε ε
( ) = , xg x g x ∈1 2( , )g g

ε
ε ε ε εσ = − + ν( , ) (( ( ) ), )n u p p e u n n ε

τ εσ ( )u εν τ(( ( ) ), )e u n

1 2= ( , )n n n
τ τ τ1 2= ( , )

{ }ξ ∈ ξ ≤u( ) = : ( , ) 0G x F x
{ }∂ ξ ∈ ξu( ) = : ( , ) = 0G x F x

( )G x ξ

∈U H
( )u t

+2, (loc
w RL

ε ∞ +∩ ,*) (loc
w RV L (0) =u U

( )+ ε
∂ ∈
∂ 2, ; 'loc

w
u R
t

L V ε'V

εV

ε



44

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 512  2023

БЕКМАГАНБЕТОВ и др.

Исходя из выше сказанного, будем исследовать
слабые решения начально-краевой задачи (1), т.е.
функции

которые удовлетворяют задаче (1) в смысле обоб-
щенных функций, т.е.

(2)

для любых вектор-функций . Здесь
 означает скалярное произведение векторов

, а ds – элемент кривой .

При описании пространства траекторий 
для задачи (1) будем следовать общей схеме (см.,
например, [6]) и определим банаховы простран-
ства для каждого отрезка 

(3)

с нормой

(4)
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Здесь . Далее можно
рассматривать слабые решения задачи (1) как ре-
шение системы уравнений из общей схемы
(см. [6]).
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рия  такая, что . Следователь-
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но, пространство траекторий  задачи (1) не пу-
сто и достаточно велико.

Ясно, что  и пространство траекто-
рий  является трансляционно-инвариантным,
т.е., если , тогда и  для любых

.
Далее, используя норму пространства ;

H), определим метрики  в пространствах
 следующим образом

Эти метрики порождают топологию  в про-
странстве  (соответственно  в ). На-

помним, что последовательность  схо-
дится к функции  при  в , если

  для любого .

Топология  метризуема и соответствующее
метрическое пространство является полным. Мы
рассматриваем топологию в пространстве траек-
торий  задачи (1).

Далее, определим ограниченные множества
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что
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 зависят от . Здесь  обозначает оператор
сужения на полуось 

3. ОСНОВНОЕ УТВЕРЖДЕНИЕ

В этом разделе изучаются предельное поведе-
ние аттракторов  для системы уравнений На-
вье–Стокса (1) при  и их сходимость к тра-
екторному аттрактору соответствующего усреднен-
ного уравнения.

Стационарная задача на ячейке периодично-
сти имеет вид (см. [14, § 2.1])

(6)

здесь  – символ Кронекера.
Усредненная (предельная) задача имеет следу-

ющий вид:
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которые удовлетворяют интегральному тождеству
начально-краевой задачи (7) для любых функций

.
Теоремы существования и единственности для

такой задачи см. в [14]. Их доказательство опира-
ется на методы, которые использовала О.А. Лады-
женская в своих пионерских работах по двумер-
ной системе Навье–Стокса.

Задача (7) имеет траекторный аттрактор  в

пространстве траекторий , соответствующем
задаче (7), причем

где  – ядро задачи (7) в .
Сформулируем основную теорему об усредне-

нии аттракторов системы уравнений Навье–
Стокса.

Т е о р е м а  3.1. В топологическом простран-
стве  справедливо предельное соотношение

(8)

Кроме того

(9)

Доказательство теоремы опирается на доказа-
тельство сходимости продолженных решений
(см. теоремы 2.4 и 2.5 из работы [14]).
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Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

The paper considers a two-dimensional system of Navier–Stokes equations in medium with anisotropic vari-
able viscosity and periodic small obstacles. It is proved that the trajectory attractors of this system tend in a
certain weak topology to the trajectory attractors of the averaged system of Navier–Stokes equations with an
additional potential in a medium without obstacles.
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