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1. ВВЕДЕНИЕ
Нелокальные краевые задачи для дифферен-

циальных уравнений – именно, задачи, в которых
вместо обычных локальных (точечных) гранич-
ных условий задаются условия, связывающие
значения решения и (или) его производных в гра-
ничных точках со значениями решения и (или)
его производных в точках иных граничных или
внутренних многообразий – исследуются с дав-
них времен, причем как с математической точки
зрения, так и с точки зрения математического мо-
делирования. Современный этап в развитии тео-
рии таких задач начался, по-видимому, с работы
А.В. Бицадзе и А.А. Самарского [1], опублико-
ванной в 1969 г. В этой работе был предложен но-
вый подход к постановке нелокальных краевых
задач; этот подход с тех пор активно используется
многими авторами. Среди многочисленных ра-
бот, посвященных задаче Бицадзе–Самарского и
близких к ней задачам, выделим сыгравшие осо-
бую роль работы [2–5]. В первой из них – работе
Н.И. Ионкина [2], опубликованной в 1977 г. –
изучалась нелокальная задача для одномерного
параболического уравнения, возникающая при
моделировании некоторых неклассических теп-

ловых процессов, и был предложен метод, осно-
ванный на разложении решения по специальной
биортогональной системе функций, с помощью
которого удалось доказать существование и в
дальнейшем в работе [3] – устойчивость реше-
ний.

В 1980 г. была опубликована работа А.А. Са-
марского [4], в которой также для параболическо-
го уравнения с одной пространственной пере-
менной была предложена постановка нелокаль-
ной краевой задачи, включающая в себя как
постановку классических начально-краевых за-
дач, так и задачу Н.И. Ионкина работ [2] и [3].
Исследованию разрешимости нелокальных задач
с условиями А.А. Самарского посвящены работы
Н. Лажетича, А.И. Кожанова, Л.С. Пулькиной и
многих других.

Как сыгравшую особую роль, отметим также
работу [5], принадлежащую Н.И. Юрчуку. В этой
работе изучалась задача Н.И. Ионкина для одно-
мерных параболических уравнений с переменны-
ми коэффициентами, метод исследования отли-
чался от метода работ [2, 3], но ее разрешимость
была установлена лишь в весовых пространствах.

Заметим также следующее. Как уже говори-
лось выше, работы Н.И. Ионкина [2, 3] появи-
лись во многом благодаря некоторым потребно-
стям математического моделирования. Но впер-
вые, по-видимому, на связь теории нелокальных
краевых задач с задачами математического моде-
лирования обратил внимание В.А. Стеклов еще в
конце XIX века в работе [6] (см. также [7]), посвя-
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щенной изучению некоторых процессов тепло-
проводности.

Именно нелокальная задача Н.И. Ионкина, но
в более общей постановке – с условием, которое
можно назвать обобщенным условием Самарско-
го–Ионкина – и будет основной целью настоящей
работы. Более точно, будут изучаться некоторые не-
локальные краевые задачи с обобщенным условием
Самарского–Ионкина для параболических уравне-
ний с переменными коэффициентами, а также для
уравнений, которые в последнее время – см., на-
пример, [8–10] – называют уравнениями собо-
левского типа. Уточним, что метод исследования
при этом будет отличаться как от метода работ [2, 3],
так и от метода работы [5].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ
Пусть  есть интервал  оси ,  есть

прямоугольник , , перемен-
ных  и . Далее, пусть , , ,  и

 есть заданные функции, определенные при
, .

Нелокальная задача I: найти функцию ,
являющуюся в прямоугольнике  решением уравне-
ния

(1)

и такую, что для нее выполняются условия
(2)

(3)

Нелокальная задача II: найти функцию ,
являющуюся в прямоугольнике  решением уравне-
ния (1) и такую, что для нее выполняются условие
(2), а также условие

(4)

Нелокальная задача III: найти функцию ,
являющуюся в прямоугольнике  решением уравне-
ния

(5)
и такую, что для нее выполняются условия (2) и

(3), а также условие

(6)

Нелокальная задача IV: найти функцию ,
являющуюся в прямоугольнике  решением уравне-
ния (5) и такую, что для нее выполняются условия
(2), (4) и (6).

В данных задачах условие (4) в случае 
есть условие Ионкина (в дифференциальной
форме), и тем самым задачи II и IV можно назвать
обобщением задачи Ионкина. Нелокальные зада-
чи I и III имеют самостоятельное значение, но в

Ω (0, 1) Ox Q
Ω × (0, )T < < +∞0 T

x t ( )a x ( , )b x t ( , )c x t ( , )f x t
γ( )t

∈ Ωx ∈ [0, ]t T
( , )u x t

Q

( )∂− + =
∂

( ) ( , ) ( , )t xu a x u c x t u f x t
x

∈ Ω( ,0) = 0, ,u x x

γ ∈(0, ) = ( ) (1, ), (1, ) = 0, (0, ).xu t t u t u t t T

( , )u x t
Q

γ ∈(0, ) = ( ) (1, ), (1, ) = 0, (0, ).x xu t t u t u t t T

( , )u x t
Q

− + +( , ) ( , ) = ( , )tt xxt xxu u b x t u c x t u f x t

∈ Ω( ,0) = 0, .tu x x

( , )u x t
Q

γ ≡( ) 1t

то же время ниже будет показано, что они тесно
связаны с задачами II и IV.

3. РАЗРЕШИМОСТЬ НЕЛОКАЛЬНЫХ
ЗАДАЧ I И II

Теорема 1. Пусть выполняются условия

Тогда нелокальная задача I не может иметь в про-
странстве  более одного решения.

Доказательство. Умножим уравнение (1) с ну-
левой правой частью на функцию  и проинте-
грируем по прямоугольнику . Используя
далее неравенство

(7)

в котором ,  есть произвольное
положительное число, и применяя лемму Грону-
олла, получим, что для решения  нелокаль-
ной задачи I в случае  при  вы-
полняется равенство . Другими словами,
функция  будет решением однородной на-
чально-краевой задачи со смешанными условия-
ми для параболического уравнения второго по-
рядка. Как хорошо известно [11], функция 
будет тождественно нулевой в  функцией. А это
и означает требуемое.

Определим пространство :

Теорема 2. Пусть выполняются условия

Тогда нелокальная задача II не может иметь в про-
странстве  более одного решения.

Доказательство. Если  есть решение из
пространства  нелокальной задачи II в случае

, то для функции  будет выпол-
няться уравнение

Умножая это уравнение на функцию , интегри-
руя по прямоугольнику , применяя нера-
венство (7) и лемму Гронуолла, получим 
в . Отсюда и следует требуемое.

Теорема 3. Пусть выполняются условия

∈ Ω ∈ γ ∈1( ) ( ), ( , ) ( ), ( ) ([0, ]),a x C c x t C Q t C T
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КОЖАНОВ

Тогда для любой функции  такой, что
, , нелокальная задача I

имеет решение , принадлежащее простран-
ству .

Доказательство этой теоремы проводится с по-
мощью метода регуляризации. Именно, для по-
ложительных чисел  и  рассматривается задача:
найти функцию , являющуюся в прямоугольни-
ке  решением уравнения

и такую, что для нее выполняются условия (2) и (3),
а также условие

Как для доказательства существования регуляр-
ного решения этой задачи, так и для организации
предельного перехода необходимы априорные
оценки. Эти оценки выводятся с помощью анализа
равенств, полученных умножением уравнения (∗)
на функции , ,

,  и  ( ), с последую-
щим интегрированием по прямоугольнику .

Теорема 4. Пусть выполняются условия

Тогда для любой функции  такой, что
, , , не-

локальная задача II имеет решение  такое,
что , .

Доказательство этой теоремы проводится с по-
мощью перехода к продифференцированному по
переменной  уравнению (∗).

4. РАЗРЕШИМОСТЬ НЕЛОКАЛЬНЫХ
ЗАДАЧ III И IV

Определим пространства  и :

Теорема 5. Пусть выполняются условия

∈ Ω ∈ γ ∈2 1 2( ) ( ), ( , ) ( ), ( ) ([0, ]),a x C c x t C Q t C T
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− v0( ) ( , )T t x x t − − v0( ) ( , )ttx T t x t
−v ( , )xx x t v ( , )t x t εv ( , )xxtt x t 0 >T T

Q
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Тогда нелокальная задача III не может иметь в
пространстве  более одного решения.

Теорема 6. Пусть выполняются условия

Тогда нелокальная задача IV не может иметь в про-
странстве  более одного решения.

Уравнение (5) на функциях из пространства 
можно записать в виде

(8)

Повторяя для уравнения (8) доказательство тео-
рем 1 и 2, получим требуемое.

Используя представление (8), нетрудно уста-
новить и разрешимость нелокальных задач III и
IV.

Теорема 7. Пусть выполняются условия

Тогда для любой функции  из пространства
 нелокальная задача III имеет решение ,

принадлежащее пространству .
Теорема 8. Пусть выполняются условия

Тогда для любой функции  такой, что
, , нелокальная задача

IV имеет решение , принадлежащее про-
странству .

Сделаем несколько заключительных замечаний:
1. Уравнения (1) и (5) имеют модельный вид.

Представленные в работе результаты можно по-
лучить и в более общих ситуациях – например,
функция  в уравнении (1) может зависеть и от
переменной , в уравнениях (1) и (5) могут при-
сутствовать слагаемые с первой производной по
переменной , и т.д. Соответствующие условия
разрешимости (существования и единственно-
сти) легко выводятся.
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2. Краевые условия (3) и (4) также можно “по-
шевелить” – второе условие (3) можно заменить
условием  +  = 0, первое условие (4)
можно заменить условием  +  =
= .

3. Теоремы 1 и 2, 4 и 5 говорят о единственно-
сти регулярных решений соответствующих нело-
кальных задач для любой функции . Вместе с
тем для близкого к изученным уравнения

(9)

(называемого в некоторых источниках псевдопара-
болическим) это не так. В случае ,

,  нелокальная задача I для

уравнения (9) имеет ненулевое решение  =
= , что и говорит о неединственности
решений.

4. Краевые и начальные условия в нелокаль-
ных задачах можно задавать неоднородными.
Суть полученных результатов от этого не изме-
нится.

5. И последнее замечание: разрешимость нело-
кальных задач I и II для гиперболических уравне-
ний второго порядка с одной пространственной
переменной с произвольной функцией  дока-
зана в работе [12].
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NONLOCAL PROBLEMS WITH GENERALIZED SAMARSKY-IONKIN 
CONDITION FOR SOME CLASSES OF NONSTATIONARY 

DIFFERENTIAL EQUATIONS
A. I. Kozhanova,b
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Presented by Academician of the RAS E.I. Moiseev

In this paper, we study the solvability of boundary value problems that are nonlocal with respect to the spatial
variable for one-dimensional parabolic equations, as well as for some equations of the Sobolev type. Exis-
tence and uniqueness theorems are proved regular solutions – namely, solutions having all the derivatives
generalized in the sense of S.L. Sobolev entering the corresponding equation.

Keywords: parabolic equations, Sobolev type equations, nonlocal problems, generalized Samarskii–Ionkin
condition, regular solutions, existence, uniqueness
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