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Некоторые законы физики постулируют, что некоторая величина в рассматриваемом физическом
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стве инструмента минимизации мощности внутренних сил и моделирования гидродинамических
процессов для различных приложений.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование течений вязких жидкостей
обычно сопряжено с решением краевых задач,
включающих дифференциальные уравнения в
частных производных, в том числе уравнения
Навье–Стокса, уравнения неразрывности и дру-
гих. Стоит отметить, что поиск аналитического
решения уравнения Навье–Стокса входит в пере-
чень задач тысячелетия. В настоящее время зада-
чи гидродинамики решаются численно с приме-
нением методов конечных разностей, конечных
элементов и контрольных объемов. Их примене-
ние сопряжено с необходимостью разработки
сложных программных комплексов. Однако суще-
ствует альтернативный подход к решению задач
гидродинамики, основанный на поиске экстрему-
мов целевых функционалов. Такой подход подра-
зумевает аппроксимации неизвестных функций в
области течения среды. Минимизация целевого
функционала посредством аппроксимации неиз-

вестных функций – типичная задача для машин-
ного обучения.

Основной целью исследования являются по-
иск и реализация физически обоснованного це-
левого функционала для машинного обучения,
позволяющего моделировать течение неньюто-
новских и магнитореологических жидкостей.

Основные вызовы исследования:
– необходимо доказать, что минимизация

предложенного целевого функционала эквива-
лентна решению краевой задачи гидродинамики;

– необходимо реализовать предложенный фи-
зически обоснованный функционал в виде алго-
ритмов и программ расчета гидродинамических
задач;

– необходимо найти применения предложен-
ным разработкам.

2. МЕТОДОЛОГИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ
Альтернативный подход моделирования тече-

ний вязких сред сложной реологии путем реше-
ния вариационных задач требует обоснования эк-
вивалентности классическому подходу. Наиболее
распространенный способ доказательства экви-
валентности сводится к тому, что для подынте-
грального выражения исследуемого функционала
записываются дифференциальные уравнения
Эйлера–Лагранжа, и если они совпадают с урав-
нениями классической постановки задачи, то счи-
тается, что решение этих уравнений сообщают
функционалу стационарное значение (в частно-
сти, минимальное или максимальное). Поэтому в
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процессе проводимого исследования возникла
необходимость установить вид обобщенных урав-
нений Эйлера–Лагранжа для функционалов, за-
висящих от многих функций многих перемен-
ных, их производных первого и второго порядка.
Поиск функционала осуществлялся эвристиче-
ски. В качестве базового варианта использовался
функционал Лагранжа. В поиске нового функцио-
нала было необходимо отказаться от допущения о
ньютоновских свойствах среды и о малости дей-
ствия массовых сил (например, электромагнитной
природы). В результате был предложен вариант
обобщения функционала Лагранжа, поиск мини-
мума которого эквивалентен решению уравнения
переноса вихря. В качестве неизвестной функции
используется векторная функция (пси-функция),
ротором которой является поле скоростей.

Для алгоритмической реализации решения ва-
риационной задачи были предложены два типа
алгоритмов представления области течения: на
основе координат области и на основе изображе-
ния области. Второй оказался более универсаль-
ным, так как для его реализации необходимо ис-
пользование изображения области течения с мас-
ками для его границ. Далее речь идет о втором
алгоритме.

На вход в сеть подается изображение области
течения с масками для границ, при этом значения
масок определяют величину расхода жидкости в
области течения и являются аналогами гранич-
ных условий. В области течения инициализирует-
ся неизвестная пси-функция, например, в виде
линейного распределения. Программная реали-
зация алгоритма выполнена с использованием
искусственной нейронной сети архитектуры типа
U-Net. Особенностью архитектуры является то,
что на выходе сети также определяется изображе-
ние. В данном случае это преобразованное в ходе
прямого прохода изображение неизвестной пси-
функции. Далее путем численного дифференци-
рования и соотношений гидродинамики опреде-
ляются функции скорости течения жидкости,
тензоры скоростей деформаций, интенсивности
сдвиговых скоростей деформаций и касательных
напряжений, и, наконец, значение целевого
функционала. Затем реализуется обратный про-
ход с определением компонент градиента целево-
го функционала и корректировкой параметров
сети. Процедуры расчета повторяются до дости-
жения минимума целевого функционала.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ, ВЫВОДЫ
Предложенные физически обоснованный це-

левой функционал, алгоритм и программа его ре-
ализации позволяют моделировать течения не-
ньютоновских жидкостей в каналах произволь-
ной формы. В качестве вариантов тестовых задач
использовались задачи о течении между парал-

лельными пластинами (известно аналитическое
решение, в том числе для неньютоновских жид-
костей, реомагнитных жидкостей), течение меж-
ду пластинами с углублениями, а также течение
крови в капилляре ногтевого ложа. Последняя за-
дача была решена с применением данных видео-
капилляроскопии в виде изображения области
течения.

Основными преимуществами разработанного
метода моделирования являются: возможность
моделирования неньютоновских жидкостей; от-
сутствие в необходимости датасета для обучения;
простота реализации; универсальность; глобаль-
ная аппроксимация полей гидродинамических
величин.

К недостаткам следует отнести: высокая вы-
числительная стоимость (длительность вычисле-
ний выше, чем при использовании конечно-эле-
ментных моделей и коммерческих продуктов для
их реализации); зависимость точности от разре-
шения изображений; сложность моделирования
нестационарных процессов.

Основные перспективы развития данного ис-
следования связаны с обобщением алгоритмов и
программ для обработки трехмерных изображе-
ний областей течения, применение разработан-
ного инструментария в методах ‘in-silico’ диагно-
стики состояния кровеносной системы человека,
а также для моделирования процесса доставки ле-
карств по кровеносным сосудам.
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