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Строятся и оптимизируются численно-статистические проекционные оценки решений интеграль-
ных уравнений с использованием полиномов Лежандра в связи с вычислительной сложностью ор-
тогональных разложений с адаптированным весом. На основе аналитических и соответствующих
численных расчетов минимизируется среднеквадратическая погрешость как функция длины ис-
пользуемого отрезка проекционного разложения при фиксированном объеме статистической вы-
борки, реализуемой для оценки коэффициентов разложения. Предлагаемая методика успешно
апробирована в тестовой задаче, близкой к проблеме Милна, причем она оказалась весьма эффек-
тивной, сравнительно с использованием регуляризованного разложения по полиномам Лагерра.

Ключевые слова: метод Монте-Карло, проекционная оценка, среднеквадратическая погрешность,
оценка по столкновениям, прямое моделирование, полиномы Лежандра, индикатриса Хеньи–
Гринстейна

DOI: 10.31857/S2686954322700059

1. Работа посвящена построению и оптимиза-
ции численно-статистических проекционных
оценок одномерных функциональных характери-
стик  решения интегральных
уравнений вида

(1)

или  Здесь  
 и спектральный радиус , где K1 –

интегральный оператор с ядром . Функция
 получается интегрированием решения 

по всем переменным, кроме  в некоторой

ϕ ≤ ≤ +∞( ),0 < ,z z H
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| ( ', )|k x x
ϕ( )z Φ( )x

∈ 1z R

системе координат. Для простоты изложения да-
лее предполагается, что z – одна из координат фа-
зовой точки: .

Методом Монте-Карло уравнения типа (1) ре-
шаются с помощью моделирования специальных
цепей Маркова [1]. Важной частью такого метода
являются оценки функциональных зависимо-
стей, в основном разные типы ядерных и стати-
стических проекционных оценок (см., например,
[1]). Решая конкретную задачу, необходимо про-
водить сравнительный анализ таких оценок,
предварительно их оптимизируя. Следует отме-
тить, что использовать статистические проекци-
онные оценки в методе Монте-Карло впервые
предложил Н.Н Ченцов [2], разработавший об-
щую методику их оптимизации, которая требует
существенной доработки и детализации в кон-
кретных задачах. Простая приближенная опти-
мизация специальных статистических проекци-
онных оценок для решения задач из областей эф-
фективного применения метода Монте-Карло
(переноса излучения с учетом поляризации, тео-
рии разреженных газов) использована в [3, 4].
Она может быть существенно улучшена с исполь-
зованием излагаемых далее результатов.

= ( )z z x
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В настоящей работе предлагается детализиро-
ванная универсальная методика оптимизации
для практически важного класса статистических
проекционных оценок с использованием комби-
нации аналитических и соответствующих чис-
ленных расчетов.

С целью построения функции 
используется ее разложение по полиномам Ле-
жандра  (см. [5]), ортонормированным в за-
данном интервале :

(2)

В процессе расчетов значения полиномов вы-
числяются рекуррентно [6]:

Использование полиномов Лежандра связано
с тем, что реализация ортогональных разложений
с адаптированным весом  может быть ариф-
метически весьма затруднительной, как это пока-
зало решение рассматриваемой далее типовой те-
стовой задачи теории переноса с экспоненциаль-
ной асимптотикой  при .

Имея достаточно хорошее приближение ,

можно использовать оценку , для

которой .

Следует отметить, что численно-статистиче-
ская оптимизация оценки  требует дополни-
тельного исследования в каждом конкретном
случае. В рассматриваемой далее тестовой задаче
использование в качестве  асимптотики реше-
ния при  не дало улучшения статистиче-
ской оценки, сравнительно с , вследствие уве-
личения дисперсий оценок коэффициентов раз-
ложения и недостаточного приближения 
функцией для малых .

2. Рандомизация оценки (2) получается путем
вычисления линейных функционалов (ϕ, ψi) =

=  методом Монте-Карло с использо-
ванием так называемой “оценки по столкновени-

ям” (см., например, [1]) 
Здесь  – вспомогательная обрываю-
щаяся с вероятностью 1 цепь Маркова, определя-
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емая переходной плотностью  и плотно-
стью начального состояния f0(x), Q0 = 

, причем выполня-
ются условия несмещенности [1]. Предполагает-
ся, что , где Kp – интегральный оператор

с ядром . При сформулированных
выше условиях имеем  .

Рандомизированная оценка после реализации
 траекторий строится следующим образом:

Здесь , где  – выбороч-

ные значения “оценки по столкновениям” .
Выполняются соотношения  .

По аналогии с [2] имеем

где .

3. Перейдем теперь к решению задачи мини-
мизации квадрата среднеквадратической по-
грешности L(m). С этой целью сформулируем
утверждение, которое является простым след-
ствием теоремы 4.10 из [5].

Лемма 1. Если для  выполняется соотноше-

ние , при  то

(3)

Расчеты, проведенные, в частности, при вы-
полнении работ [3, 4] и настоящей работы, пока-
зали, что изменением величины , сравнитель-
но с , можно пренебречь, т.е. полагать

.

Было также замечено, что последовательности
 для четных и нечетных номеров в асимптотике

могут существенно различаться и поэтому целе-
сообразно с целью минимизации  рассмат-
ривать  для нечетных m в виде
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Это свойство коэффициентов было проверено
на примере разложения функции ϕ(z) =
=  по полиномам Лежандра в интерва-
ле .

Лемма 1 дает основание предполагать, что в
случае достаточно гладкой  выполняется со-
отношение

(4)

Достаточно просто доказывается следующее
утверждение.

Лемма 2. Если

(5)

то выполняются соотношения

(6)

(7)
Лемма 2 показывает, что при выполнении соот-

ношения (5) асимптотически при  вслед-
ствие соотношения  имеем

Для решения рассматриваемой задачи мини-
мизации  необходимо с помощью предвари-
тельных расчетов оценивать величины  и  (  –
это среднее значение слабо меняющейся величи-
ны ). Использование соотношения (7) для
оценки  неэффективно из-за сильного возраста-
ния относительной статистической погрешности
оценок . Поэтому для исследования асимптоти-
ки величины  используется тот факт, что со-
отношение  соответствует соотно-

шению , причем .

Определив интервал  слабого изменения
отношения , можно оценить подходящее
значение  путем осреднения отношений

, т.е. по формуле

(8)

Заметим, что значение k в (4) практически
ограничивается возможным нарастанием произ-
водных; это было замечено и при решении рас-
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сматриваемой далее тестовой задачи. Оценив, как
указано выше, значение k, далее можно оценить
коэффициент , используя те же значения  по
формуле

(9)

Замечательным свойством этой формулы явля-
ется то, что она не требует знания  для  + 2.

4. В качестве тестовой рассматривалась задача
об оценке плотности  столкновений частицы
в слое  рассеивающего и поглоща-
ющего вещества для источника столкновений с
плотностью f(z1, z2, z; ω) = e–zδ(z1 – 0)δ(z2 –
0)   где  – направление
скорости частицы, вызывающей начальное
столкновение.

Параметры среды: коэффициент ослабления
σ = 1, вероятность рассеяния , вероят-
ность поглощения , индикатриса рас-
сеяния Хеньи–Гринстейна:

Средний косинус угла рассеяния . При
этом значение  моделируется по формуле:

где  – случайное число, равномерно распре-
деленное в .

Отметим, что при  осредненная по  плот-
ность столкновений ϕ(z) = 
где  – интенсивность излучения. Таким обра-
зом, фактически рассматривается задача, близкая
к проблеме Милна [7]. Для данных параметров до-
вольно высокую точность имеет транспортное при-
ближение [7], которое дает для  следующую

асимптотическую оценку .

Для построения оптимальной согласно ска-
занному выше оценки  в рамках сформули-
рованной физико-вероятностной модели было
реализовано 109 траекторий частиц-квантов излу-
чения. В результате расчетов были получены зна-
чения слагаемых  в сумме (8), приведенные
для  в табл. 1. Эта таблица показыва-
ет практически достаточную устойчивость оцен-
ки параметра степенного изменения величины 
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в интервале . Из формулы (8) получаем
.

По формуле (9) здесь получается значение
, а осреднение величин  в интервале

 дает . С использоваеним этих
оценок по формулам (6), (7) получено:

 = 3.3 × 10–8, т.е. сред-
неквадратическая погрешность оценивается ве-
личиной  × 10–4.

Известно [1], что в данной задаче  равно
среднему числу пересечений частицей уровня  с
весом . При ограничении  дисперсия
соответствующей статистической “локальной
оценки”  конечна, а относительное смеще-
ние не превосходит . В расчетах было использо-
вано , а относительная статистическая по-
грешность при  имеет порядок величины
0.001%. В результате расчетов было получено зна-
чение  × 10–4, а минимальное
значение  × 10–4 реализуется при m = 36.

Полученное отличие  от  можно объяс-
нить асимптотическим характером леммы 2, а
также статистической погрешностью оценки .
С помощью прямого дифференцирования инте-
грального уравнения вида (1) “локальная оценка”
была распространена на производные функции

. Уже первая производная для больших значе-
ний  оказалась на порядок больше ; этим
объясняется полученное по формуле (8) значение

 (хотя , по-видимому, бесконечно диф-
ференцируема при ).

Как уже было указано в конце пункта 1 текста
статьи, разложение функции  здесь не улуч-
шает оценку из-за недостаточного приближения
функции  экспонентой . Попытка
построить оценку  на основе разложения по
полиномам, ортогональным с весом ,
оказалась неудачной из-за необходимости расче-
тов со слишком большим количеством арифме-
тических разрядов.

Использование разложения по полиномам Ла-
герра, ортонормированным на , здесь заве-
домо неэффективно из-за разрыва функции  в
точке . Однако соответствующий алго-
ритм был улучшен путем моделирования траекто-
рий в полупространстве  с игнорированием
вклада в оценку от столкновений на траекториях,
до этого покинувших слой . Таким об-
разом,  была продолжена непрерывно на

, но с разрывом 1-го рода производной для

z = H. При этом была получена оценка 
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и соответственно (6)  получалось путем урав-
нивания  и . Для такого “регуляризо-
ванного” алгоритма в случае  было полу-
чено значение  × 10–3, в то время как для
алгоритма, связанного с полиномами Лежандра,
имеем  × 10–4.

Большой объем проведенных расчетов пока-
зал, что при малой величине среднеквадратиче-
ского отклонения практически всегда малым яв-
ляется и равномерное отклонение рассматривае-
мой статистической проекционной оценки от
искомого решения. По-видимому, это связано с
достаточно точной среднеквадратической оцен-
кой производной от решения, что требует допол-
нительного довольно сложного исследования.
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Таблица 1. Слагаемые в сумме (8)
i 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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CONSTRUCTION THE EFFECTIVE RANDOMIZED PROJECTIVE
ESTIMATES FOR SOLUTIONS OF INTEGRAL EQUATIONS BASED

ON LEGENDRE POLYNOMIALS
Corresponding Member of the RAS G. A. Mikhailova,b, A. S. Kordaa, and S. V. Rogasinskya,b

a Institute of Computational Mathematics and Mathematical Geophysics, Siberian Branch, Russian Academy of Sciences, 
Novosibirsk, 630090 Russia

b Novosibirsk State University, Novosibirsk, 630090 Russia

Numerically-statistical projective estimates for solutions of integral equations are constructed and optimized
using Legendre polynomials by the reason of the computational complexity of orthogonal expansions with
the adapted weight. Based on the analitical and the corresponding numerical computations the mean-square
error is minimizing as the function of the projection expantion segment length, while the sample size for co-
efficients is fixed. The proposed technique has been successfully verified in the test problem close to the
Milne problem, and it turned out to be very effective in comparison with the regularized expansion by
Laguerre polynomials.

Keywords: Monte Carlo method, projection estimator, mean-square error, collision estimator, direct simula-
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