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Под классическими вопросами теории при-
ближений мы понимаем вопросы существования,
единственности, устойчивости и солнечности.
Понятие солнечности – это, на самом деле, гео-
метрическая переформулировка известного кри-
терия Колмогорова элемента наилучшего при-
ближения. Ниже X – действительное линейное
нормированное пространство. Множество  на-
зывается множеством существования, если для
каждой точки x множество  =
= ρ(x, M) :=  ее ближайших элемен-
тов непусто. Множество  называется
строгим протосолнцем, если из условия ,

 вытекает, что  для
всех . Строгие протосолнца (а также солнца
и строгие солнца, см. [1], [2]) являются наиболее
естественными объектами, для которых выпол-
нен обобщенный критерий Колмогорова элемен-
та наилучшего приближения (см. [2], [1, § 3.1]) и
для них выполнены те или иные свойства отдели-
мости. Важность исследования вопросов суще-
ствования и солнечности (характеризацией эле-
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ментов наилучшего приближения) обобщенных
дробно-рациональных функций связана с их
многочисленными приложениями в теории при-
ближений и вычислительной математике (см.,
например, [3, 4]).

Рассмотрим следующее классическое семей-
ство рациональных функций в C[a, b]:  =
= , , , где  –
подпространство алгебраических многочленов
степени не выше n. Хорошо известно, что  –

чебышёвское солнце в C[a, b]. Однако в ,
, Н.В. Ефимовым и С.Б. Стечкиным из

общих теорем геометрической теории приближе-
ний было установлено, что , , является
множеством существования, но не единственно-
сти. В случае  ими же было показано отсут-
ствие единственности наилучшего приближения
классом . И.Г. Царьков, используя общие теоре-
мы геометрической теории приближений, доказал
отсутствие единственности наилучшего приближе-
ния в  для всех классов дробей , .
Рассмотрим более общий класс рациональных
функций: , здесь Q –
метрический компакт, V,  – выпуклые
множества, причем W состоит из положительных
функций. Известно, что множество  является
строгим протосолнцем в .
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АЛИМОВ, ЦАРЬКОВ

Изучим следующее обобщение классов  и

. Пусть  и пусть  – не-
пустое выпуклое множество. Определим следую-
щий класс обобщенных дробно-рациональных
функций

(1)
Т е о р е м а  1. Множество обобщенных дробно-

рациональных функций  является строгим про-
тосолнцем в .

Теорема 1 означает, что дроби наилучшего
приближения из класса  характеризуются в
терминах критерия Колмогорова элемента наи-
лучшего приближения, что позволяет строить ал-
горитмы нахождения наилучших дробей (см., на-
пример, [3, 5[).

Устойчивость элементов (почти) наилучшего
приближения традиционно связана со свойства-
ми аппроксимативной компактности множества
или существования непрерывных ε-выборок.
Пусть ε > 0, . Отображение  на-
зывается аддитивной (соответственно мультипли-
кативной) ε-выборкой, если для всех  выпол-
няется неравенство  (соот-
ветственно . Хорошо
известно, что в невырожденных случаях (т.е. при

) метрическая проекция на (чебышёвское)
множество  имеет точки разрыва в , но
при этом, как, в частности, доказал С.В. Конягин
[6], для любого ε > 0 на  существует непрерыв-
ная ε-выборка. Следующий результат обобщает и
расширяет результат С.В. Конягина (см. также
К.С. Рютин [7, 8]).

Т е о р е м а  2. Множество обобщенных рацио-
нальных дробей  (при выпуклом U; см. (1)) явля-
ется устойчиво монотонно линейно связным мно-
жеством (см. [9]) в C(Q), и, следовательно, на это
множество существует непрерывная аддитивная

-выборка для любого ε > 0. В случае замкнутости
 для каждого ε > 0 существует непрерывная

мультипликативная -выборка на . Кроме того,
 имеет стягиваемые пересечения с замкнутыми

и открытыми шарами в .
Изучение вопросов существования наилучшего

приближения обобщенными рациональными функ-
циями было начато в работах Э. Чини, Х.Л. Лоеба,
Г.Ш. Рубинштейна, Б. Бёма, Ч. Данхема и др. (см.
[1, § 11.1]). В отличие от классического случая
приближения классом  в C[a, b], существова-
ние (и единственность) элементов обобщенного
рационального приближения в пространстве не-
прерывных функций, вообще говоря, не имеет
места.

Пусть Q – хаусдорфов компакт и пусть
. Будем говорить, что множество  :=

,n mR
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:= , ,  алгебраиче-
ски полно, если условия: (a)  в

, где , , и (b) существу-
ет функция  такая, что  для
всех , где  – множество нулей
функции w, эквиваленты тому, что .

Направленность (xδ) -сходится к 

( ), если найдется плотное подмножество
:   (см. [10]). Подмноже-

ство  называется ограниченно -ком-
пактным, если любая ограниченная направлен-
ность из M содержит поднаправленность, -схо-
дящуюся к точке из M (см. [1, 10]).

Пусть далее Q – компакт,  – огра-
ниченно компактные множества, и пусть

 – непустое множество. Рассмотрим
класс обобщенных дробно-рациональных функ-
ций 

Т е о р е м а  3. Пусть множество  алгебраи-
чески полно и для любой ненулевой функции из W до-
полнение ее множества нулей в Q всюду плотно. То-
гда множество  ограниченно -компактно в
пространстве  и, как следствие, является
множеством существования в .

Утверждение теоремы 3 также верно в про-
странстве , где  – -аддитивная борелев-
ская мера на Q, где Q – единица -алгебры боре-
левских множеств.

Пусть D – компактная область в , V,
 – непустые ограниченно компактные

множества, состоящие из вещественно-аналити-
ческих функций, и пусть  – непустое мно-
жество. Рассмотрим класс обобщенных дробно-раци-
ональных функций , ,

.
С л е д с т в и е  1. Если множество  алгеб-

раически полно, то оно ограниченно -компактно в
пространстве . Как следствие,  являет-
ся множеством существования в пространстве

 и множество  -компактно для любого
.

Из теоремы 3 вытекает один из результатов
Ф. Дойча [10], именно: множество  :=
:= , , ,  является
множеством существования в  где  –
конечномерные подпространства пространства

, состоящие из вещественно-аналитических
функций.

Случай, рассмотренный в следствии 1, вклю-
чает в себя случай многомерных алгебраических
дробно-рациональных функций  при условии
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их алгебраической полноты. Из теоремы 3 мы
также получаем следующий классический ре-
зультат (в котором проксиминальность множе-
ства  доказана независимо Н.И. Ахиезером и
Дж. Уолшем): множество дробно-рациональных
функций  ограниченно Δ-компактно в .
В частности,  – множество существования и
множество  -компактно для любого

.
Рассмотрим вопрос существования наилучше-

го дробно-рационального приближения в Lp =
= , . Хорошо известно (см., на-
пример, [1, § 11.3], [2]), что множество  ап-

проксимативно компактно в , , и,
следовательно, является множеством существо-
вания. Пусть  – -алгебра на ,  – -конечная
мера на Σ. Будем говорить, что последователь-
ность функций  (где ) aes-сходится
к функции , если для любого множества

, , найдется подпоследовательность
номеров (nk) такая, что  сходится почти всюду
на A к функции x (здесь “aes” – сокращение от
англ. “almost everywhere convergence of a subse-
quence”). Множество M aes-компактно, если из
любой последовательности  можно вы-
делить подпоследовательность, aes-сходящуюся к
элементу . Множество M ограниченно aes-
компактно, если пересечение M с любым замкну-
тым шаром aes-компактно.

Пусть  – -конечная мера на пространстве ,
, . Пусть ,  –

конечномерные подпространства ( ,
, ; если p = 1, то ), и пусть

 – непустое множество. Будем говорить,
что множество , ,

 алгебраически полно, если условия:
 в , где , , су-

ществует функция  такая, что r(t) = 
для всех , где  – множество нулей
функции w, эквивалентны тому, что .

Т е о р е м а  4 .  Пусть множество  алгеб-
раически полно и для любой ненулевой функции из W
множество ее нулей в  имеет меру нуль. Тогда
множество  ограниченно aes-компактно и
аппроксимативно компактно в  при любом

. Как следствие,  – множество су-
ществования.

Пусть D – ограниченная область в , граница
которой имеет нулевую меру Лебега, пусть  –
мера Лебега на D, , . Пусть

,n mR

,n mR [ , ]C a b
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,n m
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n
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,  – конечномерные подпростран-
ства, состоящие из вещественно-аналитических
функций ( ,  ; если p = 1, то

), и пусть  – непустое множество.
Рассмотрим класс обобщенных дробно-рацио-
нальных функций , ,

.

С л е д с т в и е  2. Пусть множество  ал-
гебраически полно. Тогда  ограниченно aes-
компактно. Как следствие,  аппроксиматив-
но компактно и является множеством существо-
вания в  при любом .

Отметим, что если , то класс раци-
ональных функций  с  совпадает с
классом   .
С учетом этого из следствия 2 вытекает следую-
щий известный результат Ф. Дойча–Р. Э. Хаффа
[10]): множество  аппроксимативно ком-
пактно в  при любом  и, как след-
ствие, является множеством существования; здесь
V, W – конечномерные подпространства про-
странства , состоящие из вещественно-
аналитических функций.
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