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Рассматривается прямой метод (метод саморегуляризации) численного решения слабо сингулярно-
го интегрального уравнения I рода на замкнутой поверхности. Данное уравнение представляет со-
бой интегральную формулировку внутренней и внешней трехмерных задач Дирихле для уравнения
Лапласа, если их решения искать в виде потенциала простого слоя. Оно аппроксимируется систе-
мой линейных алгебраических уравнений, которая решается численно. При этом применяется но-
вый метод осреднения ядра интегрального оператора. Он сохраняет условную корректность дискре-
тизованной задачи и существенно повышает скорость сходимости ее решения к точному решению
интегрального уравнения.

Ключевые слова: интегральное уравнение, оператор, метод, осреднение, аппроксимация, численное
решение
DOI: 10.31857/S2686954322040178

Изучается прямой метод (метод саморегуляри-
зации) численного решения слабо сингулярного
интегрального уравнения I рода на замкнутой по-
верхности. Такие уравнения получаются, напри-
мер, при использовании методов теории потенциа-
ла для решения внутренних и внешних трехмерных
краевых задач для эллиптических уравнений мате-
матической физики [1–3]. В общем случае задачи
отыскания их решений являются некорректно по-
ставленными и решаются с привлечением доста-
точно громоздких методов регуляризации [4, 5].

В данной работе исходное уравнение аппрок-
симируется системой линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ), для получения которой ис-
пользуется согласованный с шагом дискретиза-
ции новый метод осреднения ядра интегрального
оператора. Его применение позволяет создавать
достаточно простые схемы численного решения
рассматриваемых слабосингулярных интеграль-
ных уравнений I рода с легко вычисляемыми ко-
эффициентами. Присутствие слабой особенно-
сти в ядре интегрального оператора дает возмож-
ность не включать явно процедуру регуляризации

в алгоритмы численного решения таких уравне-
ний.

Применяемый подход основан на результатах
работы [6], но позволяет получать вычислитель-
ные схемы с более высоким порядком аппрокси-
мации без существенного усложнения алгорит-
мов. Проведено исследование условно-коррект-
ной разрешимости дискретизованной задачи,
аппроксимации и сходимости ее решения, полу-
чены оценки скоростей убывания невязки и схо-
димости приближенного решения к обобщенно-
му решению исходной задачи в зависимости от
порядка дискретизации.

1. ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ
Рассмотрим интегральное уравнение

(1)

Здесь Г – ограниченная замкнутая липшицева
поверхность, которая делит трехмерное евклидо-
во пространство R3 на внутреннюю область Ωi и

внешнюю область Ωe, , , dГy –
элемент площади поверхности в точке у, f – из-
вестная функция, q – искомое решение.

Уравнение (1) представляет собой уравнение
Фредгольма I рода со слабой особенностью в яд-
ре. К уравнениям вида (1) и системам, содержа-
щим такие уравнения, приводятся многие трех-
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мерные задачи математической физики. Напри-
мер, решение как внутренней, так и внешней
задач Дирихле

(2)

может быть представлено в виде

(3)

где q – решение уравнения (1), Δ – оператор Ла-
пласа.

Под обобщенным решением уравнения (1) с
правой частью f ∈ H1/2(Г) будем подразумевать
обобщенную функцию q ∈ H−1/2(Г), удовлетворя-
ющую равенствам

(4)

Здесь Hα(Г) – обобщенное пространство С.Л. Со-
болева функций на Г, α > 0, H−α(Г) – сопряжен-
ное к Hα(Г) пространство,  – отношение
двойственности на H−α(Г) × Hα(Г), расширяющее
скалярное произведение в H0(Г).

Справедливы следующие утверждения.
Т е о р е м а  1. Оператор A – положительный

оператор в H0(Г). Его энергетическое простран-
ство совпадает с H–α(Г).

Т е о р е м а  2. Уравнение (1) имеет единствен-
ное обобщенное решение q ∈ H−1/2(Г) при любой пра-
вой части f ∈ H1/2(Г). При этом выполняется нера-
венство

где C – положительная константа, не зависящая
от f.

Доказательства теорем 1 и 2 имеются в [7, 8].

2. МЕТОД ДИСКРЕТИЗАЦИИ
Пусть {Гi} – покрытие поверхности Г системой

окрестностей узловых точек , i = 1, 2, …, N,
лежащих внутри сфер радиусов hi с центрами в ,
и {ϕi} – подчиненное ему разбиение единицы [9].

Тогда suppϕi ⊂ Гi,  .

В качестве функций, образующих разбиение
единицы, можно выбрать функции ϕi ∈ C1(Γ),
равные

где
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Приближенное решение уравнения (1) будем
искать на сетке {xi}, узлами которой являются
“центры тяжести” функций ϕi,

(5)

При этом будем предполагать, что для всех i = 1,
2, …, N выполняются неравенства

(6)

где h', h – положительные числа, зависящие от N,
p0 не зависит от N, , .

З а м е ч а н и е  1. Результаты данной работы
справедливы и в случае, когда

(7)

Обозначим через Uh пространство N-мерных
векторов qh = (q1, q2, …, qN), где q1, q2, …, qN – веще-
ственные числа. Приближенное решение уравне-
ния (1) будем искать в виде

где  – элемент пространства Uh,
удовлетворяющий СЛАУ

(8)

Здесь
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σ − радиус осреднения, который выбирается из
условия хорошей аппроксимации соответствую-
щих интегральных уравнений [6],

(10)

с1, с2 – положительные числа, не зависящие от N.
В операторной форме уравнение (8) можно за-

писать в виде

(11)
где Ah – матрица с коэффициентами Aij, fh =
= .

3. РАЗРЕШИМОСТЬ ДИСКРЕТИЗОВАННОЙ 
ЗАДАЧИ

Введем в Uh скалярные произведения

(12)

и рассмотрим условия, при которых простран-
ство Uh со скалярным произведением  явля-
ется гильбертовым. Для этого достаточно дока-
зать положительную определенность матрицы Ah.

Опуская промежуточные выкладки, выраже-
ния для Six и Sij преобразуем к виду

(13)

Л е м м а  1 [6]. Пусть выполняются условия (6) и
q1, q2, …, qN – произвольные вещественные числа,
такие что

(14)

Тогда при любом σ > 0 выполняются неравенства

(15)

Л е м м а  2. При выполнении условий (6) справед-
лива оценка
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(16)

где положительная константа C не зависит от h и σ.
Т е о р е м а  3. Пусть выполняются условия лемм

1 и 2. Тогда ∀qh и достаточно малых σ и h/σ выпол-
няется неравенство

(17)

где положительная константа c0 не зависит от h и σ.
Введенные равенствами (12) скалярные произ-

ведения порождают в пространстве Uh нормы

(18)

Первая из них согласована с нормой простран-
ства H0(Γ), а вторая, при выполнении условий
теоремы 3, – с энергетической нормой оператора A,
которая эквивалентна норме пространства
H−1/2(Γ). Чтобы убедиться в этом, достаточно при
выполнении условий теоремы 3 перейти в (18) к
пределам по h и σ при h, σ → 0.

4. АППРОКСИМАЦИЯ И СХОДИМОСТЬ
Будем считать, что условия корректной разре-

шимости системы (8), сформулированные в тео-
реме 3, выполняются. Тогда ее решение существует
и единственно при любой правой части в силу поло-
жительной определенности матрицы этой системы,
которая вытекает из неравенства (17).

Введем обозначения

(19)

Из (2) и (8) следует, что

(20)

С учетом (11), (18)–(20) имеем

Отсюда, используя неравенство Коши-Буняков-
ского для сумм и соотношения (17), (18), получа-
ем неравенство

Следовательно,

(21)

где C – положительная константа, не зависящая
от q и h.
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Таким образом, для доказательства сходимо-
сти решения системы (8) к точному решению за-
дачи (2) и оценки ее скорости достаточно полу-
чить оценку погрешности аппроксимации. Име-
ем

(22)

и

(23)

где

(24)

Следовательно, для получения нужной оценки
порядка аппроксимации достаточно получить
оценки сверху норм векторов Ih, Jh и Kh с компо-
нентами из (24). Объединив полученные резуль-
таты, приходим к теореме.

Т е о р е м а  4. Пусть выполнены условия теоре-
мы 3 и q,  – принадлежащие  точное реше-
ния задачи (2) и, удовлетворяющее системе (8), ее
приближенное решение. Тогда справедливы неравен-
ства

(25а)

(25б)

где C – положительная константа, не зависящая
от q и h, ε – сколь угодно малая константа ε > 0.

З а м е ч а н и е  2. Оценки (25) на 1 порядок
лучше аналогичных оценок, полученных ранее в
работе [6], где интегральное уравнение (1) ап-
проксимировалось СЛАУ, коэффициенты Aij ко-
торой определялись формулами (9) без учета сла-
гаемых, содержащих αi.
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З а м е ч а н и е  3. Чтобы воспользоваться при-
ближенным решением  интегрального уравне-
ния (1) для интегрального представления при-
ближенного решения  как внутренней, так и
внешней краевой задачи (2) в произвольной точ-
ке x∈R3\Γ соответствующий потенциал простого
слоя можно вычислять по формуле

(26)

или, используя более простые соотношения,

(27)

З а м е ч а н и е  4. Оценки погрешностей при-
ближенных решений внутренних и внешних кра-
евых задач (2), вычисляемых по формуле (27),
можно получить из неравенства

(28)

Отсюда и из (25a) имеем

Рассмотренная методика апробирована при
численном решении трехмерных краевых задач
для уравнения Гельмгольца и дифракции (транс-
миссии) акустических волн в работах [10, 11].
Число точек дискретизации N варьировалось от
500 до 128 000. Полученные в результате дискре-
тизации СЛАУ решались численно обобщенным
методом минимальной невязки (GMRES) с при-
менением мозаично-скелетонных аппроксима-
ций [12, 13]. Для выполнения расчетов были ис-
пользованы вычислительные ресурсы ЦКП
“Центр данных ДВО РАН”. Проведенные чис-
ленные эксперименты показали достаточно вы-
сокую эффективность применяемого подхода.
При этом при больших N, скорости сходимости
приближенных решений интегральных уравне-
ний и исходных дифференциальных задач имели
те же порядки, что и в теореме 4.
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ON NUMERICAL SOLVING OF THE FIRST KIND INTEGRAL EQUATION
WITH A WEAK SINGULARITY IN THE KERNEL ON A CLOSED SURFACE

Corresponding member of the RAS S. I. Smagina

a Khabarovsk Federal Research Centre of the Far Eastern Branch of the Russian Academy of Sciences,
Khabarovsk, Russian Federation

A direct method (self-regularization method) for the numerical solution of a weakly singular integral equation
of the first kind on a closed surface is considered. This equation is an integral formulation of the internal and
external three-dimensional Dirichlet problems for the Laplace equation, if their solutions are sought in the
form of the potential of a simple layer. It is approximated by a system of linear algebraic equations, which is
solved numerically. In this case, a new method of averaging the kernel of the integral operator is used. It pre-
serves the conditional correctness of the discretized problem and significantly increases the rate of conver-
gence of its solution to the exact solution of the integral equation.

Keywords: integral equation, operator, method, averaging, approximation, numerical solution
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