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Для всех квадратичных числовых полей K получено описание свободных от квадратов многочленов
 степени 4 таких, что  имеет периодическое разложение в непрерывную дробь в поле

формальных степенных рядов , а эллиптическое поле  обладает фундаменталь-
ной -единицей степени , , , где множество S состоит из двух сопряженных нор-
мирований, определенных на поле  и связанных с униформизующей x поля .
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть  – свободный от квадратов
многочлен степени , , над полем K ха-
рактеристики, отличной от 2. Дополнительно
предположим, что старший коэффициент много-
члена f является полным квадратом в мультипли-
кативной группе  поля . Проблема периодич-
ности непрерывных дробей элементов гиперэл-
липтических полей , построенных в
поле , приобрела широкую известность
еще с работ Абеля и Чебышева, и с тех пор прояв-
лялась в различных разделах теории чисел, анали-
за и алгебраической геометрии. Современные ре-
зультаты о периодичности непрерывной дроби

 и эквивалентных условиях изложены в [1–3].
В частности, из этих результатов следует, что в
поле  элемент  и его разложение в непрерыв-
ную дробь играют ключевую роль в вопросах, свя-
занных с поиском фундаментальных единиц и ра-
циональных точек кручения в якобиане гиперэл-
липтической кривой, заданной уравнением  =
= f(x).

Пусть теперь  – свободный от квадратов
многочлен произвольной степени, и свободный
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член многочлена  является полным квадра-
том в группе . В статье [4] доказано следующее
утверждение: если для некоторого  непре-
рывная дробь элемента , построенная в
K(x), квазипериодическая, то она периодическая.
В статье [1] сформулирована естественная задача
об исследовании периодичности непрерывной
дроби элемента , построенной в поле фор-
мальных степенных рядов . А именно, в
этой статье сформулирована проблема описания
числовых полей K и многочленов , для
которых элемент  имеет периодическую не-
прерывную дробь, построенную в поле . В
статьях [1] и [5] эта проблема полностью решена
для эллиптических полей над полем  раци-
ональных чисел. В [5] сформулирована гипотеза о
конечности с точностью до естественного отно-
шения эквивалентности многочленов  над
числовыми полями , являющимися расшире-
ниями поля  ограниченной степени, с периоди-
ческим разложением элемента  в непрерыв-
ную дробь в поле . В статьях [7, 8] эта про-
блема решена для кубических многочленов ,
определенных над полями , , а в случае

 в [6, 7] дано явное описание таких пар
, что  и  имеет периодическое

разложение в непрерывную дробь в поле .
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Определим множество , состоящее из двух
сопряженных нормирований, которые опреде-
лены на поле  и связаны с униформизующей 
поля . Мы продолжаем исследование перио-
дических элементов вида ,  в случае
квадратичных полей  и . Найдено пол-
ное описание таких свободных от квадратов мно-
гочленов , что  имеет периодическое разло-
жение в непрерывную дробь в поле формальных
степенных рядов , а эллиптическое поле

 обладает фундаментальной -единицей
степени , , .

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ
Для натуральных  определим две последова-

тельности многочленов :

(1)

Из определения следует, что , degQn =

= . Положим x = y2, тогда справедливо тож-

дество

(2)

Если подставить вместо y значение –y, то имеем
. Отсюда получаем фор-

мулы, которые можно использовать как альтер-
нативное определение многочленов :

При любом  многочлены  и 
взаимно просты и не имеют кратных корней.

Из (2) следует, что для любых  справед-
ливы тождества

(3)

где . В частности,

(4)

Пусть K – числовое поле, и даны числа n,
. Из формул (3) следует, что, если у много-

членов , ,  и  нет корней в по-
ле K, то у многочленов  и  также нет
корней в поле K.
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3. МНОЖЕСТВО КОРНЕЙ  И , 
НАД КВАДРАТИЧНЫМИ ПОЛЯМИ

В статье [9] были найдены все рациональные
корни многочленов  и , определенных в
(1), при всех натуральных : для многочленов

, , корнями могут быть только ,
–1/3}, более точно, ,  = 0
при всех , причем указанные корни имеют
кратность один и других рациональных корней
нет; для многочленов , , корнями могут
быть только , более точно,

, ,  при всех
, причем указанные корни имеют кратность

один и других рациональных корней нет.
Исследуем последовательности многочленов

 и , на наличие корней в квадратичных
полях. Запишем явные выражения для этих мно-
гочленов при :

По критерию Эйзенштейна из (1) при простых 
многочлены  и  неприводимы, причем
при  степени многочленов  и  боль-
ше 3, поэтому при простых  многочлены  и

 корней в квадратичных полях не имеют.
Обозначим множество различных корней много-
членов  и  при  через M. Имеем

(5)

Покажем, что других корней в квадратичных по-
лях, кроме корней из множества , многочлены

 и , , не имеют.
Рассуждая по индукции по числу простых

множителей числа n, с помощью формул (3) по-
лучаем следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е. При  таких, что 
(mod 2), , , многочлены

 и  в квадратичных полях корней не
имеют.

Таким образом, корни многочленов  и
 из квадратичных полей могут быть только

при , кратных ,  или .
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ФЕДОРОВ

Т е о р е м а  1. Множество корней последова-
тельностей многочленов  и , принадле-
жащих квадратичным полям, исчерпывается мно-
жеством M, определенном в (4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для некоторого
 имеем , причем  – элемент

некоторого квадратичного поля. Представим
, где , а число  не имеет про-

стых делителей меньше 7. Предположим, что
, тогда из (3) следует, что , где

b = . Но этого не может быть, так
как b, как и a, принадлежит квадратичному полю.
Значит,  для .

Если  четно, то представим . Так как
, ибо , то из (3) следует, что  = 0,

где . Покажем, что из того, что
 следует, что . Предположим про-

тивное, т.е. . Перебрав все возможные зна-
чения для , видим, что значения a, удовле-
творяющие уравнению b1 = , либо
принадлежат множеству M, либо не являются
элементами квадратичных полей, что противоре-
чит начальному предположению о корне a много-
члена . Таким образом,  и  = 0.
Если  четно, то снова представим , и,
рассуждая аналогично, придем к тому, что долж-
но существовать число  такое, что  = 0.
Повторяя эти рассуждения необходимое количе-
ство раз, получаем, что должен существовать эле-
мент  некоторого квадратичного поля та-
кой, что , причем . Далее, ес-
ли , то представим . Так как

, ибо , то из (3) следует, что
, где . Перебирая все

возможные значения , приходим к выводу,
что либо , либо  не является элементом
квадратичного поля, что противоречит нашему
предположению об элементе . Значит,  –
такой элемент квадратичного расширения, что

. При необходимости рассуждая аналогич-
но, можно считать, что . Если , то пред-
ставим . Так как , ибо , то из
(3) следует, что , где c1 = .
Перебирая все возможные значения , при-
ходим к выводу, что либо , либо  не явля-
ется элементом квадратичного поля, что проти-
воречит нашему предположению об элементе .
Значит,  – такой элемент квадратичного
расширения, что . При необходимости
рассуждая аналогично, можно считать, что .
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Но все корни  лежат в M, что приводит нас к
противоречию. Таким образом, у многочлена

 не может быть других корней из квадратично-
го поля, кроме корней, указанных в множестве M.

Для многочлена  рассуждения полностью
аналогичны.

Теорема 1 доказана.

4. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Обозначим через  множество пар ,
состоящих из числового поля  и свободного от
квадратов многочлена , , имею-
щего периодическое разложение  в непрерыв-
ную дробь в поле . Множество пар 
в  будем рассматривать с точностью до отно-
шения эквивалентности, определенного допу-
стимыми заменами многочлена f(x) на 
для a,  и заменой  на , где

.
Для  в силу критерия из [1] (тео-

рема 1) эллиптическое поле  облада-
ет фундаментальной S-единицей степени N, где
множество  состоит из двух сопряжен-
ных нормирований, являющихся продолжением
нормирования  поля . Отсюда следует, что
класс дивизора  имеет конечный порядок N
в группе классов дивизоров Δ°(L), причем в слу-
чае  из [10] следует, что , , а в
случае  из [11] следует, что ,

.
Обозначим за  множество троек ,

где  и  – степень соответствую-
щей фундаментальной S-единицы поля L =
= .

Т е о р е м а  2. Пусть . Множество
троек , входящих в множество  и
определяющих эллиптическое поле ,
содержащее фундаментальную S-единицу степени
N, , , описывается следующим об-
разом
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Обозначим через  модулярную кривую,
чьи -точки отвечают с точностью до изомор-
физма парам , где  – эллиптическая кри-
вая, определенная над ,  – -точка порядка

 на . Ограничение в теореме 2 на степень N
фундаментальной -единицы обусловлено тем
фактом, что в случае ,  кривые 
рациональны, и дают так называемую рациональ-
ную параметризацию множества пар  в за-
висимости от единственного параметра t (явное
представление см. в [12]). Для N = 11 и 
кривые  перестают быть рациональными, и
эти случаи являются темой для дальнейших
исследований.

Доказательство теоремы 2 является обобщени-
ем доказательства основных результатов статьи
[5], проведенных над полем , на случай квадра-
тичных полей констант. Отметим, что рассужде-
ния нельзя назвать аналогичными, поскольку
при расширениях поля  существенным образом
изменяется множество M корней многочленов

 и , определенных в (1). Для квадратич-
ных расширений в теореме 1 явно найдены эле-
менты множества M – их конечное число, что дает
конечное число вариантов уравнений, связываю-
щих параметры семейств эллиптических кривых,
имеющих точку порядка , , . Ука-
занная связь возникает из условия периодично-
сти разложения  в непрерывную дробь в поле

, и явно представлена в теореме 4 [5].

Кроме того, ввиду необходимости объемных
символьных компьютерных вычислений над
квадратичными полями, была существенно изме-
нена программная реализация используемых ал-
горитмов.
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5. СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

Пусть  – числовое поле. Для каждого
, , в [13, 14] явно выписано пол-

ное параметрическое семейство приведенных
многочленов  четвертой степе-
ни с параметром  таких, что класс дивизора –
имеет порядок N в группе классов дивизоров сте-
пени ноль Δ°  поля . Здесь
приведенность многочлена F понимается в смыс-
ле дополнительных ограничений: коэффициент
при X3 равен нулю, свободный член равен 1. При
всевозможных значениях параметра , для
которых дискриминант  не обращается в
ноль, указанные параметрические семейства
содержат все приведенные многочлены F четвер-
той степени над полем K, такие, что выполнены
равносильные условия:

• непрерывная дробь элемента  в в поле
 периодическая;

• норменное уравнение

(6)

имеет решение , , для некото-
рого .

Если пара многочленов  является реше-
нием норменного уравнения (6) с минимальной
степенью , причем , то  и

 является фундаментальной единицей
поля . По теореме 4 [5] периодич-
ность непрерывной дроби элемента  равно-
сильна разрешимости норменного уравнения
вида (6) с дополнительными условиями на значе-
ния  и , но теперь  может не
являться фундаментальной единицей, а может быть
некоторой степенью k фундаментальной едини-
цы, причем из теоремы 1 следует, что в случае

 степень k ограничена числом 6 (см. [15]).

Обозначим через , , подходящие
дроби к , причем , qj = qj(X,

. Положим . Тогда фунда-
ментальная единица поля  имеет вид

 для некоторого минимального  та-

кого, что  (см. [2]). Обозначим
, где ,

. Положим , тогда согласно тео-
реме 1 в силу (4) возможны только следующие 8
случаев:  при том, что , если ,
для каждого . Отме-
тим, что, если для некоторого  выполнено

K
≤ ≤4 12N ≠ 11N
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, то непрерывная дробь элемента ,
построенная в поле  периодическая.

Замена X на X + t соответствует изоморфизму
кривых  и . Тем са-
мым, с точностью до отношения эквивалентно-
сти, определяемого допустимыми заменами 
на  для некоторых , имеем пол-
ное описание всех многочленов F = ,

, для которых разложение  в непре-
рывную дробь в поле  периодично.
Наша задача сводится к поиску всех значений па-
раметров  для каждого из случаев

> 0, , причем мы ограничиваемся
квадратичными расширениями, ,

.
Необходимым и достаточным условием пери-

одичности непрерывной дроби  в
 является  хотя бы для одно из

. Для того, чтобы непрерывная дробь
 была периодической, необходимо

и достаточно, чтобы  для некото-

рого , т.е.  и ,

что возможно только тогда, когда дискриминант

d =  многочлена  равен нулю.
То есть задача сводится к поиску корней c0 дис-

криминанта  и соответствующих кратных кор-
ней t0 многочлена  для каждого из

, причем ограничиваемся значениями пара-
метров  из квадратичных полей и таких, что дис-
криминант многочлена 
отличен от нуля. Если найдены все подходящие
значения параметров , то для доказатель-
ства теоремы 2 достаточно положить f(x) =

 и отобрать представителей
с точностью до указанного в определении множе-
ства  отношения эквивалентности.

Изложенная схема доказательства существен-
ным образом опирается на большие символьные
компьютерные вычисления. Программный код
реализовывался на языке программирования Py-
thon с использоваем библиотеки Sympy. Без по-
добных вычислений получить заявленные ре-
зультаты не представляется возможным.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведем новые примеры непрерывных дро-
бей, которые определены над полями K,  = 2.

П р и м е р  1. Рассмотрим  и

Непрерывная дробь  в поле  имеет вид

Длина квазипериода равна 5, коэффициент квази-
периода равен –1/4, длина периода равна 10. Сте-
пень фундаментальной S-единицы равна 4.

П р и м е р  2. Рассмотрим  и

Непрерывная дробь  в поле  имеет вид
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Длина квазипериода равна 5, коэффициент квази-
периода равен –1/4, длина периода равна 10. Сте-
пень фундаментальной S-единицы равна 7.

П р и м е р  3. Рассмотрим  и

Непрерывная дробь  в поле  имеет вид

Длина квазипериода равна 5, коэффициент квази-
периода равен –1/4, длина периода равна 10. Сте-
пень фундаментальной S-единицы равна 7.
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ON THE PROBLEM OF DESCRIBING ELEMENTS OF ELLIPTIC FIELDS 
WITH A PERIODIC EXPANSION INTO A CONTINUED FRACTION O

VER QUADRATIC FIELDS
G. V. Fedorova

a “Sirius University”, Sochi, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.P. Platonov

For all possible quadratic number fields K, we obtain a description of the square-free polynomials
 of degree 4 such that  has a periodic expansion into a continued fraction in the field of for-

mal power series , while the elliptic field  has the fundamental S-unit degree ,
, , where the set S consists of two conjugate valuations defined on the field  and related

to the uniformizing x of the field .

Keywords: continued fraction, fundamental S-unit, elliptic field, divisor class group, cyclotomic polynomials
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