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1. ВВЕДЕНИЕ

В классических работах (см. [1–4]) уравнения
для полей даются без вывода правых частей. Здесь
мы предлагаем вывод правых частей уравнений
Максвелла и Эйнштейна в рамках уравнений
Власова–Максвелла–Эйнштейна из классиче-
ского, но немного более общего принципа наи-
меньшего действия и применяем уравнения Га-
мильтона–Якоби для получения космологических
решений. Таким образом, мы впервые получаем
вывод тензора энергии-импульса и замкнутую си-
стему уравнений гравитации и электродинамики
из принципа наименьшего действия.

2. ДЕЙСТВИЕ В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ И УРАВНЕНИЯ

ДЛЯ ПОЛЕЙ

Пусть  функция распределения ча-

стиц по пространству , по скоростям ,
массам  и заряду  в момент времени

. Это означает, что число частиц в объеме
 равно . Рассмот-

рим действие:

( ), , , ,f t m ex v

∈R
3x ∈R
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∈Rt
d d dmdex v ( ), , , ,f t m e d d dmdex v x v

(1)

где c – скорость света,  и  –

трехмерная скорость,  и xi  – ко-
ордината,  – метрика ,

 – 4-потенциал электромагнитного поля,

Fμν(x, t) =  – электро-
магнитные поля, R – полная кривизна,  – лямб-

да-член Эйнштейна,  и  –

константы [1–4], g – определитель метрики ,  –
постоянная тяготения, по повторяющимся ин-
дексам, как обычно, идет суммирование.

Вид действия (1) удобен для получения уравне-
ний Эйнштейна и Максвелла при варьировании
по полям  и . Такой способ вывода уравнений
Власова–Максвелла и Власова–Эйнштейна ис-
пользовался в работах [5–11]. При варьировании
(1) по  получим уравнение Эйнштейна:

(2)
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ВЕДЕНЯПИН

Первое слагаемое правой части этого уравне-
ния и является по определению Гильберта тензо-
ром энергии-импульса. Он выписан впервые в та-
ком виде в работах [9–11] в менее общем виде без
распределения по массам и зарядам. Попытки
выписать тензор энергии-импульса через функ-
цию распределения предпринимались, насколь-
ко нам известно, только в релятивистской кине-
тической теории для уравнения Власова–Эйн-
штейна [5–15]. Уравнение электромагнитных
полей получается варьированием (1) по  и на-
зывается системой уравнений Максвелла:

(3)

Покажем, что вид действия (1) является более
общим, чем в [1–4]. Для получения стандартного
вида действия возьмем функцию распределения в
виде δ-функции для одной частицы:

(4)

Подставляя (4) в действие (1) и опустив штри-
хи, получаем стандартные [1–4] выражения для
всех слагаемых:

(5)

В роли частиц могут быть электроны и ионы в
плазме, планеты в галактиках, галактики в супер-
галактиках, скопление галактик во Вселенной.
В равенстве (4) мы можем взять сумму дельта-
функций и получить обычное действие [1–4] для
конечной системы частиц: этим обосновывается
единственность выбора более общего действия (1).

3. ПЕРЕХОД К ГИДРОДИНАМИКЕ 
И УРАВНЕНИЮ ГАМИЛЬТОНА–ЯКОБИ

В РЕЛЯТИВИСТСКОМ СЛУЧАЕ 
УРАВНЕНИЯ ВЛАСОВА–МАКСВЕЛЛА–

ЭЙНШТЕЙНА
Для вывода уравнений Власова–Максвелла–

Эйнштейна в форме Гамильтона–Якоби нужно
вывести его в импульсах [16–19]. Схема вывода
уравнений типа Власова – это вывод уравнений
для полей при заданном движении частиц и вы-
вод уравнений движения частиц в заданных по-
лях с переходом к уравнениям Лиувилля – следу-
ет общей схеме классических учебников [1–4].
Имеем часть действия (5) для движения частиц в
заданных полях:

Мы получим уравнение движения:
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Латинские индексы  пробегают значе-
ния 1, 2, 3, а греческие  пробегают значения
0, 1, 2, 3.

Мы получаем выражение для импульсов:

(6)

Здесь выражение для q0 получается формальным
дифференцированием по u0 = c.

Это выражения для длинных или канониче-
ских импульсов, но понадобятся и малые импуль-

сы : формулы связи

со скоростями проще для малых импульсов, а при
переходе к уравнению Гамильтона–Якоби мы
обязаны пользоваться каноническими.

Переходя к верхним индексам умножением на
обратную матрицу , получаем:

Теперь требуется обратить эту формулу, выразив
скорости через импульсы, чтобы написать дей-
ствие через импульсы. Для этого в последней
формуле поделим β-ю компоненту на нулевую:

В последней формуле необходимо исключить им-
пульс с нулевой компонентой через массовое
уравнение  и его решение относи-
тельно p0:

При этом для согласования с нерелятивистской
динамикой берется знак минус.

Массовое уравнение получается подстановкой
тех же соотношений для исключения скоростей с
учетом u0 = c

в формулу (6) при μ = 0 (см. [1–4]).
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Уравнение для полей останется тем же самым
(2) с заменой на интегрирование по импульсам с
использованием формул  =
=  = .
Каждая из трех этих величин – это число частиц в
элементе объема, что является инвариантом при
замене переменных.

Или

(7)

Здесь имеется в виду, что скорости в первом
уравнении, а импульсы  во втором должны быть
выражены через канонические импульсы .

Уравнение движения для частиц получаем уже
в Гамильтоновой форме, где функция Гамильто-

на H =  = –cq0. Эта формула получается из-за

того, что Лагранжиан для действия S =

=  –  есть функция пер-

вой степени по скоростям, и формулы Эйлера

 – L = 0. Так как по определению H =  – L,

получаем  = 0. Здесь имеется в виду сумми-

рование по  = 1, 2, 3 и по  = 0, 1, 2, 3. Отсюда находим

выражения для скоростей ui = .

Выписываем через этот гамильтониан уравне-
ние Лиувилля:

(8)

И получаем замкнутую систему уравнений гра-
витации и электродинамики Власова–Максвелла–
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Эйнштейна в импульсах (7)–(8). По общей схеме
работ [16–20] получаем гидродинамическое след-
ствие системы (7)–(8) гидродинамической подста-
новкой  = :

(9)

(10)

Подстановкой  или  полу-

чаем затем уравнения Гамильтона–Якоби:

(11)

Мы также должны переписать уравнение нераз-
рывности:

(12)

Чтобы получить замкнутую форму уравнений Га-
мильтона–Якоби–Власова–Максвелла–Эйнштей-
на, необходимо и в уравнениях для полей выпол-
нить ту же гидродинамическую подстановку

:

(13)

Здесь макроскопические импульсы Pμ и  связа-

ны обычными соотношениями . При
этом в форме Гамильтона–Якоби нужно учиты-

вать, что . Мы получили уравнение

Власова–Максвелла–Эйнштейна как в редукции
к гидродинамическим переменным, (9), (10), (13),
так и в редукции к уравнениям Гамильтона–Яко-
би (11)–(13). В принципе можно рассматривать кос-
мологическую задачу и в общем случае, но выраже-
ния будут громоздкими, поэтому рассмотрим при-
меры специальных релятивистских систем.

Пример 1. Рассмотрим простейшее реляти-
вистское действие с метрикой Лоренца:
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ВЕДЕНЯПИН

Варьируя по координатам x(t), получаем обычные
релятивистские уравнения в метрике Лоренца с
Гамильтонианом [1–4]

Переходим к действию, пригодному к варьирова-
нию по полям по нашей обычной схеме:

Варьируя его по потенциалу U, получаем уравне-
ния для полей:

Сразу переходим к уравнению Гамильтона–Яко-
би и получаем систему уравнений

где .

Мы получили выражение для скорости, из кото-
рого видно Хаббловское расширение, замкнутую
систему уравнений и возможность переходить к
космологическим решениям в изотропном случае и
когда плотность не зависит от пространства.

Пример 2. Еще одно релятивистское действие,
но с метрикой не Лоренца, а слаборелятивистской

При этом потенциал вносится в действии под ко-
рень:

Действуя так же, получаем гамильтониан

и систему уравнений
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где .

Мы получили снова замкнутую систему урав-
нений, из которой видно происхождение корня в
правой части уравнения Эйнштейна, а также вы-
ражение для скорости, из которой видно хабблов-
ское расширение. И возможность переходить к
космологическим решениям в изотропном случае
и когда плотность не зависит от пространства.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Итак, мы получили уравнения электродина-

мики и гравитации в замкнутой форме из прин-
ципа наименьшего действия в форме уравнения
Власова (ср. [5–15]). Проясняется смысл уравне-
ний типа Власова: это единственный пока способ
получить и уравнение гравитации и уравнения
электродинамики из принципа наименьшего
действия. А также единственный пока способ за-
мкнуть систему уравнений гравитации и электро-
динамики с помощью принципа наименьшего
действия, используя функцию распределения
объектов (электронов, ионов, звезд в галактиках,
галактик в супергалактиках или Вселенной) по
скоростям и пространству. Соответствующие
уравнения гидродинамического уровня (напри-
мер, уравнения магнитной гидродинамики или
гравитирующей газодинамики) также естествен-
но получать из уравнений типа Власова гидроди-
намической подстановкой (пока единственный
способ связи с классическим действием и для
этих уравнений). Ранее система уравнений Вла-
сова–Максвелла–Эйнштейна была получена для
скоростей [20, 21], а здесь для импульсов, что дает
возможность исследовать космологические ре-
шения переходом к уравнению Гамильтона–Яко-
би. Интерес представляют стационарные реше-
ния полученных уравнений, как это делалось для
уравнений Власова–Пуассона [22]. В работах [20,
21] были получены космологические решения в
нерелятивистском случае, где была выведена и
обобщена модель Милна–Маккри [23, 24]. На ос-
нове этого был обоснован потенциал Гурзадяна

 [25], где второе слагаемое связано

с лямбда-членом Эйнштейна. Представляет зна-
чительный интерес проделать ту же работу для
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предложенных здесь моделей для оценки лямбды
Эйнштейна и различных релятивистских и слабо-
релятивистских приближений.
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 ON DERIVATION OF EQUATIONS OF ELECTRODYNAMICS 
AND GRAVITATION FROM THE PRINCIPLE OF LEAST ACTION, 

HAMILTON–JACOBI METHOD AND COSMOLOGICAL SOLUTIONS
V. V. Vedenyapina

a Keldysh Institute of Applied Mathematics, Russian Academy of Sciences, Moscow, 125047 Russian Federation
Presented by Academician of RAS V.V. Kozlov

In classical texts equations for fields are proposed without derivation of the right-hand sides. Here we suggest
the derivation of the right-hand sides of the Maxwell and Einstein equations in the framework of Vlasov–
Maxwell–Einstein equations from the classical, but slightly more general principle of least action and use
Hamilton-Jacobi equations for cosmological solutions .
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