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Проведен сравнительный анализ точности разностных схем Русанова, CABARETM и WENO5 при
расчете задачи о разрушении плотины для уравнений теории мелкой воды. Показано, что все три
схемы имеют первый порядок сходимости внутри области, занимаемой центрированной волной
разрежения, а в области постоянного течения между ударной волной и волной разрежения схема
Русанова имеет второй порядок сходимости, в то время как в схемах CABARETM и WENO5 в этой
области локальная сходимость отсутствует. Связано это с тем, что численные решения, получаемые
по схемам CABARETM и WENO5, имеют незатухающие осцилляции в области влияния ударной
волны, амплитуда которых не снижается при уменьшении шагов разностной сетки. В результате, с
учетом теоремы Лакса-Вендрофа, численные решения, получаемые по консервативным схемам
CABARETM и WENO5, лишь слабо сходятся к точному постоянному решению в области влияния
ударной волны, в отличие от схемы Русанова, которая в этой области локально сходится к точному
решению со вторым порядком.
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1. В работе [1], широко известной в связи со
схемой распада разрыва, было введено понятие
монотонности разностной схемы и показано, что
среди линейных двухслойных по времени схем
нет монотонных схем повышенного порядка ап-
проксимации. Дальнейшее развитие теории раз-
ностных схем сквозного счета для гиперболиче-
ских систем законов сохранения в значительной
степени было направлено на преодоление этого
“запрета Годунова”. В результате были разработа-
ны различные классы разностных схем, в которых
повышенный порядок аппроксимации на гладких
решениях и монотонность (при аппроксимации
линейной системы и скалярного закона сохране-
ния) достигались за счет нелинейной коррекции

потоков, приводящей к нелинейности этих схем
даже при аппроксимации линейного уравнения
переноса. Перечислим основные классы таких
схем, которые будем сокращенно называть NFC
(Nonlinear Flux Correction) схемами: MUSCL-
схемы [2], WENO-схемы [3], DG-схемы [4] и
CABARET-схемы [5]. Основное достоинство этих
схем заключается в том, что они с высокой точно-
стью локализуют ударные волны при отсутствии
существенных нефизических осцилляций.

Было показано, что NFC-схемы имеют не бо-
лее чем пеpвый поpядок как локальной сходимо-
сти в областях влияния удаpных волн [6, 7], так и
интегральной сходимости на интервалах, одна из
границ которых находится в области влияния
ударной волны [8–10]. В то же время некоторые
немонотонные схемы повышенной точности,
имеющие аналитические функции численных по-
токов и, как следствие, с повышенной точностью
аппроксимирующие -условия Гюгонио, сохраня-
ют повышенный порядок сходимости в негатив-
ной норме при интегрировании по областям, со-
держащим сильные разрывы [8]. В результате эти
немонотонные схемы, в отличие от NFC-схем,
сохраняют повышенный порядок сходимости в
областях влияния ударных волн, несмотря на за-
метные схемные осцилляции на их фронтах.
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В связи с этим был предложен метод построе-
ния комбинированных разностных схем сквозно-
го счета [11], которые сочетают достоинства как
NFC-схем, так и классических немонотонных
схем, а именно, с повышенной точностью лока-
лизуют фронты ударных волн и одновременно со-
храняют повышенный порядок сходимости в об-
ластях их влияния. В комбинированной разност-
ной схеме применяется базисная немонотонная
схема, которая имеет повышенный порядок схо-
димости в областях влияния ударных волн. По ба-
зисной схеме разностное решение строится во
всей расчетной области. В окрестностях больших
градиентов, где это решение имеет нефизические
осцилляции, оно корректируется путем числен-
ного решения внутренних начально-краевых за-
дач по одной из NFC-схем. В [11] в качестве ба-
зисной использовалась схема Русанова [12] тре-
тьего порядка классической аппроксимации, а в
качестве внутренней NFC-схемы применялась
монотонная модификация схемы CABARET [5]
второго порядка точности на гладких решениях.
Для этой модификации схемы CABARET, изу-
ченной в [10], будем использовать аббревиатуру
CABARETM.

Один из потенциальных недостатков комби-
нированной схемы может заключаться в том, что
осцилляции, возникающие на фронте ударной
волны в немонотонной базисной схеме, с течени-
ем времени могут распространяться в гладкие ча-
сти рассчитываемого точного решения (прежде
всего, в область влияния ударной волны), что бу-
дет приводить к постепенному расширению рас-
четной области для внутренней NFC-схемы и к
соответствующему снижению эффективности
комбинированной схемы. Однако на самом деле
имеет место противоположная ситуация. В [13]
было обнаружено, что при численном расчете по
NFC-схеме DG-метода [4] классической задачи
Шу–Ошера [14] за фронтом ударной волны, рас-
пространяющейся по энтропийному возмуще-
нию, отсутствует локальная сходимость числен-
ного решения к точному. Связано это с возник-
новением численных осцилляций, амплитуда
которых перестает убывать при уменьшении про-
странственного шага сетки, начиная с некоторого
его достаточно малого значения.

В настоящей работе показано, что аналогич-
ная проблема возникает при расчете ударных
волн и по другим NFC-схемам. А именно, чис-
ленное решение задачи о разрушении плотины
для уравнений мелкой воды, получаемое по не-
монотонной схеме Русанова [12], несмотря на за-
метные осцилляции на ударной волне, в области
ее влияния монотонно сходится к точному реше-
нию со вторым порядком. В то же время числен-
ные решения этой задачи, получаемые по NFC-
схемам CABARETM [10] и WENO5 [3], имеют не-
затухающие осцилляции в области постоянного

течения между ударной волной и центрирован-
ной волной разрежения, что приводит к отсут-
ствию локальной сходимости этих решений в об-
ласти влияния ударной волны.

2. Векторная форма записи системы законов
сохранения первого приближения теории мелкой
воды в случае прямоугольного горизонтального
русла без учета донного трения имеет вид

(1)

где

(2)

 и  – глубина и расход жидкости,
g =9.81 – ускорение свободного падения. Рас-
смотрим для системы (1), (2) задачу о разрушении
плотины, т.е. задачу Римана со следующими ку-
сочно-постоянными начальными данными

(3)

Решение этой задачи представляет собой ударную
волну, распространяющуюся с постоянной скоро-
стью , и центрированную волну пониже-
ния, между которыми расположена область посто-
янного течения. Численное решение задачи (1)–
(3) будем строить на равномерной прямоугольной
сетке , , в которой временной шаг

 выбирается из условия устойчивости Куранта

(4)

где  – скорости характеристик в
системе (1), (2),  – точное решение задачи
(1)–(3),  – коэффициент запаса.

На рис. 1 и 2 на момент времени T = 1 приведе-
ны результаты численных расчетов задачи (1)–(3)
по разностным схемам Русанова [12], CABA-
RETM [10] и WENO5 [3]. На рис. 1а показано
сравнение точного решения для глубины жидко-
сти с результатами ее численных расчетов на раз-
ностной сетке с пространственным шагом h =
= 0.36. Из этого рисунка следует, что немонотон-
ная схема Русанова имеет нефизические осцил-
ляции на фронте ударной волны, которые отсут-
ствуют в NFC-схемах CABARETM и WENO5.
При этом схема CABARETM размазывает удар-
ную волну и слабые разрывы на границах центри-
рованной волны понижения существенно мень-
ше, чем схема Русанова и схема WENO5.

На рис. 1б приведены порядки локальной схо-
димости разностных решений, которые вычисля-
ются по формуле Рунге
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(5)

и корректируются при помощи функции ограни-
чения

(6)

где , , N – натуральное число,
 и  – численные решения, получаемые на

сетках с проcтранственными шагами h и h/3 соот-
ветственно. Расчеты порядков сходимости ρj про-
водились на базисной сетке с пространственным
шагом  и показаны на рис. 1б для каждо-
го 40-го пространственного узла  разност-
ной сетки. Из рис. 1б следует, что внутри центри-
рованной волны понижения все три схемы имеют
первый порядок сходимости, а в области посто-
янного течения между ударной волной и волной
разрежения схема Русанова имеет второй поря-
док сходимости, в то время как значения , полу-
чаемые по формулам (5), (6) для схем

−
ρ

−
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j
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= 0.009h
= 40j i

ρ j

CABARETM и WENO5, сильно осциллируют, в
силу чего порядок локальной сходимости этих
схем в области влияния ударной волны является
неопределенным.

Для объяснения этих результатов были проведе-
ны серии тестовых расчетов на последовательности
сжимающихся сеток, которые показали следующее.
Разностное решение, получаемое по схеме Русано-
ва, является монотонным (как по глубине, так и по
расходу жидкости) внутри области влияния удар-
ной волны вне некоторых окрестностей фронта
ударной волны и слабого разрыва на правой грани-
це волны понижения, где со вторым порядком
сходится к точному постоянному решению. В то
же время разностные решения, получаемые по
NFC-схемам CABARETM и WENO5, имеют не-
затухающие осцилляции в области влияния удар-
ной волны, структура которых зависит от значе-
ния параметра z, входящего в условие устойчиво-
сти (4). Из рис. 2а видно, что при  на
отрезке , расположенном внутри области
влияния ударной волны, схема CABARETM име-
ет численные осцилляции, амплитуда которых
приблизительно одинаковая при пространствен-

= 0.45z
[3.2,4.2]

Рис. 1. Глубина жидкости (а) и локальные порядки сходимости (б) в момент времени T = 1, получаемые по схемам Ру-
санова (крестики), CABARETM (точки) и WENO5 (кружки); на рисунке (а) сплошная линия – точное решение, пунк-
тирная линия – начальное значение глубины жидкости.
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ных шагах разностной сетки ,  и  =
= h/9, где , а длина волн уменьшается
приблизительно в три раза при переходе от сетки
с шагом hi к сетке с шагом , т.е. пропорцио-
нально отношению . Из рис. 2б подобный
результат следует для численных решений схемы
WENO5 на отрезке . Аналогичное пове-
дение осцилляций в области влияния ударной
волны было получено в [13] при расчете DG-ме-
тодом [4] задачи Шу–Ошера [14]. Из рис. 2 также
следует, что амплитуда осцилляций, получаемых
при расчете по схеме CABARETM, приблизи-
тельно на порядок больше, чем при расчете по
схеме WENO5, в то время как длина осцилляци-
онных волн почти одинаковая для обеих схем при
фиксированном значении шага сетки hi.

Таким образом, наблюдается следующая об-
щая тенденция: в разностных решениях, получае-
мых по NFC схемам, может отсутствовать локаль-
ная сходимость к точному решению в областях
влияния ударных волн. В этом случае, с учетом
теоремы Лакса–Вендрофа [15], предельные раз-
рывные решения консервативных NFC схем яв-
ляются лишь слабыми решениями аппроксими-
руемой системы законов сохранения в областях
влияния ударных волн. 

1 =h h 2 = /3h h 3h
= 0.009h

+1ih

+1/i ih h

[3.6,4.6]
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ON CONVERGENCE OF FINITE-DIFFERENCE SHOCK-CAPTURING 
SCHEMES IN THE REGIONS OF SHOCK WAVES INFLUENCE

O. A. Kovyrkinaa,b, V. V. Ostapenkoa,b, and Corresponding Member of the RAS V. F. Tishkinc

a Lavrentyev Institute of Hydrodynamics Siberian Branch of the Russian Academy of Science, Novosibirsk, Russian Federation
b Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russian Federation

c Keldysh Institute of Applied Mathematics, the Russian Academy of Science, Moscow, Russian Federation

We perform a comparative accuracy study of the Rusanov, CABARETM, and WENO5 difference schemes
used to compute the dam break problem for shallow water theory equations. We demonstrate that all three
schemes have the first order of convergence inside the region occupied by a centered rarefaction wave, and
the Rusanov scheme has the second order of convergence in the area of constant f low between the shock and
the rarefaction wave, while in the CABARETM and WENO5 schemes there is no local convergence in this
area. This is due to the fact that the numerical solutions obtained by the CABARETM and WENO5 schemes
have undamped oscillations in the region of influence of the shock, the amplitude of which does not decrease
with decreasing of the difference grid steps. As a result, taking into account the Lax-Wendroff theorem, the
numerical solutions obtained by the conservative schemes CABARETM and WENO5 converge only weakly
to the exact constant solution in the region of influence of the shock wave, in contrast to the Rusanov scheme,
which locally converges with the second order to the exact solution in this region.

Keywords: Rusanov scheme, CABARET scheme, WENO5 scheme, shock, local convergence of the differ-
ence solution
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