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Исследуется задача о нахождении максимального разреза в случайных гиперграфах. Рассматрива-
ется классическая биномиальная модель случайного -однородного гиперграфа  на  вер-
шинах и вероятностью . Основные результаты обобщают ранее известные результаты для

случая графов и показывают, что в разреженном случае (когда  при , не за-

висящем от ) существует такая , что отношение величины максимального разреза
 к числу вершин сходится к ней по вероятности. Кроме того, получены некоторые оценки

величины .
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1. ВВЕДЕНИЕ
Настоящая работа посвящена исследованию

задачи о поиске максимального разреза в случай-
ных гиперграфах. Начнем с основных определе-
ний.

Г и п е р г р а ф о м   в дискретной математи-
ке называется пара , где  – это не-
которое конечное множество, элементы которого
мы будем называть в е р ш и н а м и  гиперграфа, а

 – это семейство подмножеств , кото-
рые мы будем называть р е б р а м и  гиперграфа.
Гиперграф  называется -однород-
ным, если для любого  выполнено ,
т.е. все ребра гиперграфа имеют одну и ту же
мощность k. С точки зрения теории графов полу-
чается, что граф – это 2-однородный гиперграф
без петель и кратных ребер.

Если  – это натуральное число, то q-р а з -
р е з о м  г и п е р г р а ф а  H называется разбиение

H
( , )V E = ( )V V H

= ( )E E H V

= ( , )H V E k
∈ ( )e E H =e k

≥ 2q

множества вершин  на q непересекающихся
подмножеств: . В е л и -
ч и н о й  разреза  называется величина

, другими словами – это
количество ребер, которые не содержатся ни в од-
ном из элементов разреза целиком. М а к с и -
м а л ь н ы м  q-р а з р е з о м  в  называется мак-
симальная величина q-разреза по всем разбиениям
множества вершин, для нее будем использовать
обозначение .

Несложно понять, что задачу о поиске макси-
мального разреза можно сформулировать и в тер-
минах раскрасок. Ясно, что q-разрез – это просто
раскраска вершин гиперграфа в q цветов, а его ве-
личина – это количество ребер, которые покра-
шены неодноцветно в такой раскраске. Тем са-
мым, максимальный разрез равен максимально
возможному количеству ребер, которые можно
правильно (т.е. неодноцветно) раскрасить в од-
ной и той же раскраске вершин гиперграфа в q
цветов.

В работе мы исследуем максимальный разрез
случайных гиперграфов в биномиальной модели.
Напомним, что классической биномиальной мо-
делью случайного k-однородного гиперграфа,

, называется схема Бернулли на k-под-
множествах некоторого -элементного множе-
ства  вершины: каждое из них включается в ка-
честве ребра в  с вероятностью 
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независимо от прочих. Несложно заметить, что
вероятность получить конкретный k-однород-
ный гиперграф  равна

При k = 2 данная модель — это знаменитая
модель Эрдеша–Реньи, обозначаемая . В
настоящей работе мы исследуем величину

, k, p)) при фиксированных q и k, растущем
 и .

2. ИЗВЕСТНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Задача об асимптотической оценке макси-

мального q-разреза в случайном графе 
наиболее интересна в разреженном случае, т.е.

когда  и , не зависящем от n. Если

, то легко заметить, что

Если же , то с большой вероятностью мож-
но разрезать все ребра случайного графа,

Тем самым, ситуация наиболее нетривиальна при
фиксированном значении np. Здесь фундамен-
тальным результатом является теорема М. Байа-
ти, Д. Гамарника и П. Тетали [1]. В ней было уста-
новлено существование предела для следующей
сходимости по вероятности:

Но авторами было лишь установлено существова-
ние предела, а не его точное значение. Значитель-
ные исследования были посвящены поиску
асимптотических оценок величины  при c
достаточно большом по отношению к q (о пре-
дельном распределении максимального разреза
при малом c см. [2]). Исследователями было пока-
зано, что имеет место представление следующего
вида:

в котором предпринимались попытки найти зна-
чение параметра . В 1997 г. для случая 

А. Бертони и др. [3] доказали, что . В даль-

нейшем Д. Копперсмит с соавторами [4] показал,
что . Д. Гамарник и К. Ли
[5] улучшили эти оценки, показав, что
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. Наконец, А. Дембо, А. Мон-
танари и С. Сен [6] вычислили точное значение вели-
чины , которое может быть представлено в виде
решения некоторого дифференциального урав-
нения.

Случай  на сегодняшний день изучен не
столь детально. А. Койя-Оглан, К. Мур и В. Сан-
валани [7] получили следующие оценки парамет-
ра  для достаточно больших значений q:

Целью нашей работы является обобщение выше-
упомянутых результатов для случайных гипергра-
фов.

Авторы также хотели бы обратить внимание
читателя на ряд свежих близких работ по раскрас-
кам случайных гиперграфов в разреженном слу-
чае [8–14].

3. НОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Наш первый результат устанавливает существо-

вание предела для нормированного максимального
q-разреза случайного k-однородного гиперграфа в

разреженном случае, т.е. при  и некото-

ром , не зависящем от .
Т е о р е м а  1. Для любых фиксированных ,

, c > 0 и  существует такая вели-

чина , что

Данная теорема является обобщением результата
из [1] и лишь устанавливает существование пре-
дела, но не дает представления о значении вели-
чины . Следующая теорема дает некото-
рые оценки  в предположении, что  до-
статочно велико по сравнению с k и q.

Т е о р е м а  2. Для любого достаточно большого
 выполнены неравенства

где

∈2 [0.47523,0.55909]B
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Данная теорема обобщает результаты из [3] и [7].
Можно заметить, что для достаточно большого q
мы получаем зазор порядка  между имеющи-
мися границами.

Далее мы приведем основные идеи доказа-
тельств.

4. ИДЕИ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 1
Доказательство теоремы 1 основано на приме-

нении техники из работы [1] и использует метод
интерполяции. Заметим, что нам достаточно до-
казать существование предела для нормирован-
ного математического ожидания величины мак-
симального разреза:

Данный факт следует из того, что величина мак-
симального q-разреза случайного гиперграфа

 сильно сконцентрирована во-

круг своего среднего значения, что может быть
установлено с помощью неравенства Талаграна
(см. [15, с. 41–42]).

Дальнейшая идея состоит в проверке того, что
последовательность

является почти супераддитивной, т.е. что

для любых , таких что . Базовые
факты из анализа показывают, что в таком случае
существует предел последовательности .

Далее, зафиксируем  с условием, что
 = n, и применим метод интерполяции.

Обозначим через  множество из n вершин,
. Зафиксируем произвольным образом его

разбиение на две непересекающиеся части  и ,
, i = 1, 2. Образуем следующую последова-

тельность случайных гиперграфов с множеством
вершин : , , где .

Гиперграф  состоит из так называемых
t зеленых ребер и  красных ребер, все ребра
случайны и выбираются независимо.

Зеленое ребро выбирается равновероятно из
 (другими словами, мы выбираем  вершин с

повторениями).

Красное ребро выбирается из , , с ве-
роятностью  (другими словами, мы сначала

k

→+∞
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выбираем пропорционально одну из частей, а за-
тем в ней выбираем k вершин с повторениями).

Заметим, что  может содержать как
кратные, так и неполные (менее k различных вер-
шин) ребра. Тем не менее,  выглядит
как классическая равномерная модель с m ребра-
ми, а  выглядит как объединение двух
непересекающихся меньших гиперграфов

, , . Следующая лем-
ма является ключевой для установления искомо-
го предела и показывает суть метода интерполя-
ции.

Л е м м а  1. Для любого 

После доказательства леммы остается, применяя
технику каплинга, аппроксимировать модели и
показать, что

5. НИЖНЯЯ ОЦЕНКА В ТЕОРЕМЕ 2

При доказательстве нижней оценки мы вос-
пользуемся идеями из работ [4–7] и будем приме-
нять жадный алгоритм набора разреза. Будем кра-
сить вершины по очереди следующим образом:
присвоим вершине такой цвет i, который добавит
в разрез максимальное количество ребер. На шаге t
обозначим через  число ребер, добавленных в
разрез, а через  – число новых образованных
одноцветных ребер. Следующая лемма позволяет
оценить среднее значение величины .

Л е м м а  2.

где ,  суть независимые стан-
дартные нормальные случайные величины.

В ходе доказательства мы сначала оцениваем
среднее величины . Так как наихудший слу-
чай есть равномерная раскраска в q цветов, то
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где  – это независимые случайные вели-

чины с распределением . Далее мы

используем ряд предельных теорем, получая ап-
проксимацию нормальным распределением. На
заключительном шаге мы оцениваем сумму

, используя выражение из леммы 2. В ре-

зультате аккуратного анализа получаем искомое.

6. ВЕРХНЯЯ ОЦЕНКА В ТЕОРЕМЕ 2

Здесь мы следуем идеям из [3]. Для упрощения
анализа переходим к равномерной модели ,
k), где мы равновероятно выбираем 
k-элементных подмножеств без повторений. Что-
бы показать, что некоторая величина x является
верхней оценкой максимального q-разреза, мы
оцениваем число k-однородных гиперграфов на 
вершинах с  ребрами и максимальным разре-
зом, большим чем x.

Для гиперграфа  рассмотрим неко-
торое разбиение вершин . Обо-
значим через  множество ребер, целиком содер-
жащихся в , а через  – все оставшиеся ребра.

Обозначим  и рассмот-
рим множество всех подобных наборов для все-
возможных k-однородных гиперграфов с множе-
ством вершин V,  ребрами и :

Обозначим через  максимальное сла-
гаемое в вышеописанной сумме. Следующая лем-
ма характеризует предельное поведение этой ве-
личины.

Л е м м а  3.

Доказательство основано на решении соответ-
ствующей оптимизационной задачи. Лемма 3 по-
могает оценить вероятность того, что максималь-
ный разрез случайного гиперграфа  пре-
восходит . А именно, эта вероятность меньше,
чем
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Остается показать, что эта величина стремится к
нулю при
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ON THE MAXIMAL CUT IN A RANDOM HYPERGRAPH
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Presented by Academician of the RAS A.N. Shiryaev

The paper deals with the problem of finding the max-cut for random hypergraphs. We consider the classical
binomial model  of a random k-uniform hypergraph on n vertices and probability . The
main results generalize previously known facts for the graph case and show that in the sparse case (when

 k for some fixed  not depending on n) there exists  such that the ratio

of the maximal cut of  to the number of vertices converges in probability to . More-
over, we obtain some bounds for the value of .

Keywords: hypergraphs, random hypergraphs, cut of a hypergraph, interpolation method, optimization
problem
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