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Для системы уравнений электродинамики, соответствующей периодическим по времени колеба-
ниям, изучаются две обратные задачи об определении анизотропной проводимости по бесфазовой
информации о решениях некоторых прямых задач. Предполагается, что проводимость описывается
диагональной матрицей σ(x) = , причем  вне некоторой компактной
области . Рассматриваются плоские волны, падающие из бесконечности на неоднородность. Для
определения искомых функций на границе области Ω задается информация о модуле некоторых
компонент вектора электрической напряженности рассеянного или полного высокочастотных
электромагнитных полей. Показано, что эта информация приводит исходные обратные задачи к за-
дачам рентгеновской томографии.
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Рассмотрим систему уравнений Максвелла,
которая соответствует немагнитной среде и пери-
одическим по времени электромагнитным коле-
баниям с частотой :

(1)

В уравнениях (1) ,  –
векторы электрической и магнитной напряжен-
ности поля,  – неот-
рицательно определенная диагональная матрица,

,  – некоторые постоянные. Предполо-

жим, что вне области , ,
матрица .

Обозначим через  – скорость распро-
странения электромагнитных волн. Пусть ν =
= , , и  – единичный вектор, орто-
гональный ν, т.е. .

Равенства

ω

− ωε + σ
ωμ

rot = ( ) ,
rot = , div = 0.

i x
i

H E E
E H H

1 2 3= ( , , )E E EE = 1 2 3( , , )H H HH

σ σ σ σ1 2 3( ) = diag( ( ), ( ), ( ))x x x x

ε > 0 μ > 0

Ω ∈ 3= { | | | < }x x RR > 0R
σ( ) = 0x

εμ= 1/c

ν ν ν1 2 3( , , ) ν| | = 1 j
⋅ ν = 0j

(2)

описывают плоскую электромагнитную волну
распространяющуюся в направлении ν, вектор j
определяет ее поляризацию. Параметр  выберем
так, чтобы функция  была равна нулю в
точках плоскости , ка-
сающейся границы области Ω в точке .
Для этого положим .

Определим рассеянное на неоднородности по-
ле формулами

(3)

Функции  и  удовлетворя-
ют уравнениям

(4)

и условиям излучения на бесконечности.
Ниже мы будем рассматривать функции E0 и

H0, отвечающие трем различным векторам jk,
, и соответствующим им ортогональным

ωψ ν

ωψ ν

ω ν
ν × ⋅ νω ν ψ ν −
μ

0 ( , )

0 ( , )
0

0

( , , , ) = ,

( , , , ) = , ( , ) = ,

i x

i x

x e
xx e x t

c c

E j j
jH j

0t
ψ ν( , )x

Σ ν ∈ ⋅ ν −R
3( ) := { | = }x x R

− ν0 =y R
−0 = /t R c

ω ν ω ν − ω ν0( , , , ) = ( , , , ) ( , , , ),sc x x xE j E j E j

ω ν ω ν − ω ν0( , , , ) = ( , , , ) ( , , , ).sc x x xH j H j H j

ω ν( , , , )sc xE j ω ν( , , , )sc xH j

− ωε + σ + 0rot = ( )( ),sc sc sci xH E E E

ωμrot = , div = 0sc sc sciE H H

= 1,2,3k

УДК 517.968

МАТЕМАТИКА

1Институт математики им. С.Л. Соболева 
Сибирского отделения Российской академии наук, 
Новосибирск, Россия
*E-mail: romanov@math.nsc.ru



80

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 501  2021

РОМАНОВ

векторам , зависящим от углового параметра ,
а именно,

Обозначим через  границу
области Ω и через  – ее
теневую часть по отношению к потоку света, име-
ющего направление ν.

Сформулируем постановку задач об определе-
нии анизотропной проводимости , которые
мы будем рассматривать ниже.

З а д а ч а  1. Найти  по заданным функци-
ям , , известным для всех

, , и , где  – про-
извольное фиксированное число. Другими слова-
ми, требуется найти  по заданным функциям

(5)

З а д а ч а  2. Найти  по функциям

(6)

Задачи 1 и 2 относятся к бесфазовым обратным
задачам. В этих задачах в качестве информации
задается только модуль комплекснозначных
функций. Впервые постановка бесфазовой зада-
чи для уравнения Шрёдингера была сформулиро-
вана в книге Шадана и Сабатье [1] более 40 лет на-
зад. Исключительную важность решения этой
проблемы также отметил в своей книге Р. Ньютон
[2]. Возможность найти фазу по заданному моду-
лю поля в этой задаче была установлена в работах
[3–5]. Первые конструктивные результаты по ис-
следованию безфазовой обратной задачи для
уравнения Шрёдингера были получены в работах
Р.Г. Новикова [6–8] и М.В. Клибанова, В.Г. Ро-
манова (см. обзорную работу [9] и обширную ли-
тературу в ней). Для уравнений электродинами-
ки, отвечающих периодическим по времени
электромагнитным колебаниям, бесфазовые об-
ратные задачи об определении коэффициента ди-
электрической проницаемости по модулю векто-
ров электрической или магнитной напряженно-
сти поля, измеренному при высоких частотах,
изучались в работах [10, 11]. В них установлено,
что безфазовая задача об определении коэффи-
циента диэлектрической проницаемости приво-
дится к решению обратной кинематической задачи.
Некоторые численные методы решения бесфазо-

νk ϕ

ν ϕ ϕ ϕ ϕ ∈ π
ν ϕ ϕ ϕ ϕ ∈ π
ν ϕ ϕ ϕ ϕ ∈ π

1 1
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3 3
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j
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k k
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x E x k
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j
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( , , ) = | ( , , ( ), )|, = 1,2,3,

( ( )), [0, ], 0.

sc k k
k k

k

F x E x k

x S

j

вых обратных задач для уравнений электродинами-
ки представлены в работах [12, 13].

Задача 1 соответствует измерению модуля пол-
ного электромагнитного поля. Задание информа-
ции (5) позволяет свести исходную задачу к хоро-
шо известной проблеме рентгеновской томогра-
фии. Задача 2 соответствует измерению модуля
рассеянного на неоднородности среды поля. Ока-
зывается, что задание (6) позволяет извлечь ту же
информацию, что и в задаче 1, и свести задачу 2 к
той же самой задаче томографии. Настоящая ста-
тья основана на работе автора [14], в которой рас-
смотрена обратная задача об определении анизо-
тропной проводимости в динамической системе
уравнений Максвелла.

Рассмотрим вспомогательную задачу Коши

(7)

в которой  и  находятся по
формулам

(8)

Заметим, что плоскость 

соответствует фронту плоской волны ,  в мо-
мент времени t = 0, когда этот фронт касается об-
ласти Ω. Основой исследования обратной задачи
является изучение структуры решения задачи (7),
(8). Для этой задачи справедлива следующая

Т е о р е м а  1. Пусть матрица  и
равна нулю вне Ω. Тогда решение задачи (7), (8)
представимо при  в виде

(9)

в котором  – функция Хевисайда:  для
 и  для , функция  являет-

ся в  решением задачи:

(10)

а функция  вычисляется через нее по формуле

(11)

Функции  и  принадлежат простран-
ству , а функции  и  явля-

ε + σ −μ
ν ν

� � � � �

� � � �

0 0
<0 <0
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0H

σ ∈ R
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ются непрерывными функциями для всех
, вместе с частными

производными по x и по t, при любом .
Схема доказательства этой теоремы следую-

щая. Представим функции  и  в
виде

(12)

в котором , , , ..., r,

а целое положительное число r выберем ниже.
Подставляя представления (12) в уравнение (7) и
приравнивания в полученном равенстве нулю ко-
эффициенты при ,  и

, , и используя на-
чальные данные, получим для функций 
и  следующие соотношения:

(13)

в которых  – символ Кронекера: , ес-
ли , и , если . В уравнениях
(13) и в дальнейших формулах надо формально
положить  и  для целых отрицатель-
ных .

Для функций  и  возника-
ет следующая задача Коши:

(14)

Для проведения вычислений, уравнения (13)
удобно преобразовать, найдя из второго уравне-
ния  и подставив его в первое. Тогда возникает
рекуррентная система соотношений для  следу-
ющего вида:

ψ ≤ ∈{( , ) | | ( , )| , [0, ]}x t x t t t T
> 0T
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Так как  и , это

уравнение преобразуется к следующему

Используя равенства

  – νdivαk, 
, 

запишем это уравнение в виде

(15)

Из уравнения (15) вытекает рекуррентное соотно-
шение для определения проекции вектора  на
единичный вектор ν:

(16)

Вычитая из равенства (15) равенство (16), умно-
женное на , и заменяя в полученном равенстве

 на k, находим рекуррентное соотношение

(17)

в котором , 
и скалярное произведение  вычисляется по
формуле (16). Уравнение (17) является обыкновен-
ным векторным линейным дифференциальным
уравнением вдоль любого луча , ,
выходящего из произвольной точки .
Поэтому его решение с данными Коши на

 существует и единственно
при любом . Система
уравнений (16), (17) решается последовательно,
начиная со значения . Заметим, что у век-
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тора  при этом однозначно находится только
его проекция на , т.е. , а проекция  на
плоскость, ортогональную вектору ν, может быть
задана произвольно. Выберем ее равной нулю.
Тогда . После отыскания всех векто-
ров , векторы  вычисляются по формуле (13).
В частности, полагая , , получаем,
что  и для вектора  из (17) следует
уравнение (10), а для вектора  из (13) следует ра-
венство (11).

Гладкость векторов  и  определяется глад-
костью матрицы . Так как , то

, . Кроме то-
го,  и , , на тех прямых, которые
ортогональны  и не пересекают область .

Рассмотрим теперь задачу (14). Правые части
уравнений (14) являются финитными функциями
в слое . Их носитель
локализован внутри характеристического клина

. Поэтому  вне
этого клина. Правые части уравнений (14) являются
функциями класса , . Вы-
берем . Тогда  и из энергетических не-
равенств следует, что решение задачи (14) также
принадлежит . В силу теорем вложения,
отсюда вытекает, что решение принадлежит клас-
су . Полагая для 

приходим к представлению (9) с заявленными в
теореме свойствами функций, входящих в это
представление.

Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия теоре-
мы 1. Тогда для функции  справедлива
асимптотическая формула

(18)

Действительно, из финитности  и резуль-
татов Б.Р. Вайнберга [15] следует, что функции

 и , а также их частные произ-
водные по x и по  экспоненциально убывают при

. Тогда для функций
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выполнены соотношения (1). Используя пред-
ставление (9), находим, что

Для поставленных выше обратных задач имеет
место следующая

Т е о р е м а  3. Пусть матрица  и
равна нулю вне Ω. Тогда информация (5) или (6) од-
нозначно определяет все элементы матрицы  в
области Ω. При этом определение компонент мат-
рицы  сводится к решению трех идентичных за-
дач рентгеновской томографии.

Используя данные обратной задачи 1 и форму-
лу (18), находим, что

Именно эти компоненты векторов ,
, вычисляются из равенств (10) в

явном виде, а именно,

Из этих формул следует, что известны интегралы
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для всех  и .
Таким образом, правая часть равенства (19) из-

вестна при каждом  вдоль любой пря-
мой, пересекающей Ω и имеющей направление

. Варьируя , получаем, что в каждом сече-
нии Ω плоскостью  известны интегра-
лы по всевозможным прямым, лежащим в этой
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плоскости. В результате мы приходим к задаче
рентгеновской томографии для определения

, . Хорошо известно, что эта задача
решается однозначно. Отсюда следуют теорема 3
о единственности решения обратной задачи 1 и
алгоритм ее решения.

Из формул (2), (3), (18) следует, что для рассе-
янного на Ω поля верно асимптотическое равен-
ство

С учетом того, что значения ,
данные обратной задачи 2 приводят к формуле

Эта формула сводит задачу 2 к рассмотренной выше.
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PHASELESS PROBLEM OF DETERMINATION OF THE ANISOTROPIC 
CONDUCTIVITY IN ELECTRODYNAMIC EQUATIONS

Corresponding Member of the RAS V. G. Romanova

aSobolev Institute of Mathematics, Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russian Federation

For the system of electrodynamic equations corresponding periodic in time oscillations two inverse problems
of determination of the anisotropic conductivity from a given phaseless information for solutions of some for-
ward problems are considered. It is supposed that the conductivity is described by a diagonal matrix

 and  outside of a compact domain Ω. The plain waves falling
down on the inhomogeneity from infinity are considered. For determination of unknown functions an infor-
mation related to the module of some components of the vector of electric intensity of the full or scattering
high frequency electromagnetic fields is given on the boundary of domain Ω. It is proved that this information
reduces the inverse problems to problems of X-ray tomography.

Keywords: Maxwell equations, anisotropy, plane waves, phaseless inverse problem, anisotropic conductivity,
X-ray tomography
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