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Дается вывод математической модели объемного роста несжимаемого материала нео-Гука. Такого
рода модели используются для описании эволюции головного мозга под действием внешней на-
грузки. В работе доказывается, что множество полей деформаций, соответствующих гомеостатиче-
ским состояниям, совпадает с группой Мёбиуса конформных преобразований. Дается анализ ли-
нейной краевой задачи, полученной линеаризацией уравнений нелинейной модели на гомеостати-
ческом состоянии. Исследуется поведение решений при неограниченном росте временной
переменной. Основной вывод состоит в том, что изменения в материале, вызванные временным по-
вышением давления (гидроцефалия), являются необратимыми.

Ключевые слова: объемный рост, материал нео-Гука, уравнения Стокса, группа Мёбиуса
DOI: 10.31857/S268695432106014X

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ.
МАТЕРИАЛ НЕО-ГУКА

В настоящей статье рассматривается краевая
задача для системы дифференциальных уравне-
ний, описывающей рост биологического матери-
ала под действием приложенной нагрузки. Не-
сжимаемый материал нео-Гука является простей-
шей моделью нелинейного материала, которая
находит широкое применение при математиче-
ском моделировании поведения биологических
субстанций и, в частности, при моделировании
эволюции головного мозга. На протяжении ста-
тьи мы будем предполагать, что материал занимает
ограниченную область  с гладкой границей в
пространстве расчетных (лагранжевых) координат

. Состояние материала полностью ха-
рактеризуется полем деформаций  и рас-
пределением давления . Градиент поля
деформаций  совпадает с матрицей Якоби
отображения . Для краткости письма
мы будем использовать обозначение . Мы так-

же будем использовать обозначение 
для матрицы, сопряженной к присоединенной

Ω ⊂ R
3

1 2 3= ( , , )x x x x
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3:u
Ω → R:p

∇u
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3:u
= ∇F u

−Τ=cof : detA AA

матрице adj A. Далее через c обозначаются различ-
ные постоянные, зависящие только от области Ω.
Напомним, что материал является несжимае-
мым, если в Ω выполняется равенство .
Состояние гиперупругого материала полностью
характеризуется плотностью упругой запасенной
энергии. Для несжимаемого материала нео-Гука
плотность запасенной энергии имеет вид [1]

(1)

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ 
ОБЪЕМНОГО РОСТА НЕСЖИМАЕМОГО 

МАТЕРИАЛА НЕО-ГУКА
Основные факты теории объемного роста ги-

перупругого материала можно найти в статьях [3,
6, 7]. Наш анализ опирается на подход, развитый
в работах [4] и [2]. Основным постулатом теории
является гипотеза о том, что , где мат-
ричнозначная функция  отвечает за рост мате-
риала и называется фактором роста, а  отвечает
за корректирующую упругую деформацию. Плот-
ность запасенной энергии  растущего материа-
ла определяется через плотность свободной энер-
гии исходного гиперупругого материала  по-
средством равенства, см. [4],
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Тензор Fe соответствует упругим деформациям
исходного несжимаемого материала нео-Гука,
что влечет равенство . Отсюда вытекает
определяющее соотношение

(2)

В большинстве случаев теория ограничивается
изучением изотропного роста, когда матрица
фактора роста имеет простой вид  = w(x, t)I,

. Отсутствию роста или атро-
фии соответствует значение фактора роста .
Значения  соответствуют росту, а значения

 соответствуют атрофии материала. Напом-
ним, что поле деформаций является положитель-
но ориентируемым, т.е.  и . При
сделанных предположениях задача о росте гипер-
упругого материала сводится к определению поля
деформаций и фактора роста. Для этого необхо-
димо вывести систему управляющих дифферен-
циальных уравнений для искомых величин. Мы
получим эти уравнения как следствие неравен-
ства Клаузиуса–Дюгема. Далее мы будем предпо-
лагать, что механическая система удовлетворяет
следующим принципам.

Принцип независимости движений. Определя-
ющие реологические соотношения должны вы-
полняться для всех достаточно гладких полей де-
формаций .

Второй принцип термодинамики. Для механи-
ческой системы должно выполняться неравен-
ство Клаузиуса–Дюгема. В изотермическом слу-
чае в теории объемного роста гиперупругого ма-
териала неравенство Клаузиуса–Дюгема имеет
вид [4, 2]

(3)

где T – тензор напряжений,

Эволюционный принцип. Фактор роста должен
удовлетворять эволюционному уравнению. Это
означает, что производная  должна полностью
определяться полем деформаций u.

Из эволюционного принципа и тождества
 вытекает, что при про-

извольно фиксированном поле деформаций ве-
личина , определенная соотношениями
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также фиксирована. Отсюда и из принципа неза-
висимости движений следует, что в неравенстве
Клаузиуса–Дюгема в качестве  можно вы-
брать произвольное векторное поле с фиксиро-
ванной величиной , которая, в свою очередь,
полностью определяется полем деформаций.
Легко видеть, что требуемым условиям удовле-
творяет каждое поле вида

(4)

где  – произвольное векторное поле и ϕ –
решение краевой задачи

Подстановка соотношения (4) в (3) приводит к
неравенству

(5)

Так как поле A в представлении для ξ произволь-
но, то первый интеграл в левой части (5) равен ну-
лю, что приводит к равенству

Отсюда и из теоремы Вейля вытекает соотноше-
ние

в котором  – функция давления. Отсюда
вытекает следующее выражение для тензора на-
пряжений:

(6)

Подстановка T и η во второй интеграл в (5) при-
водит к неравенству

(7)

Величина  равна следу материального тензо-
ра Эшелби, ср. [4, 2].
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ПЛОТНИКОВ

УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ РАСТУЩЕГО 
МАТЕРИАЛА НЕО-ГУКА

Далее мы будем рассматривать квазистацио-
нарный процесс, пренебрегая инерционными
членами в уравнениях динамики упругого конти-
нуума. Кроме того, мы будем предполагать, что на
материальное тело действуют распределенная
объемная сила f и поверхностная сила . Тогда в
каждый момент тело будет находиться в равнове-
сии, что влечет уравнения

(8)

где  – вектор внешней нормали к границе . Не
существует общепринятых уравнений для опре-
деления фактора роста . Как правило, использу-
ются различные варианты неконсервативной мо-
дели, основанной на предположении, что вре-
менная производная фактора роста является
функцией фактора роста и градиента поля дефор-
маций. Дополнительной гипотезой является
предположение о том, что правая часть этого
уравнения служит тензорной изотропной функ-
цией от тензора Эшелби, см. [4, 2]. Для модели
изотропного роста, основанной на неравенстве
Клаузиуса–Дюгема, уравнение эволюции факто-
ра роста определяется однозначно с точностью
до одной скалярной функции следа тензора
Эшелби . Действительно, из неравенства (7) и
принципа независимости движений вытекает, что

При выбранном a это соотношение дает уравне-
ние для определения фактора роста. Комбинируя
эти результаты с (2), (6) и (8), мы приходим к сле-
дующей системе уравнений и граничных условий
для поля деформаций, давления и фактора роста:

(9)

ГОМЕОСТАТИЧЕСКИЕ СОСТОЯНИЯ

С некоторой долей неаккуратности мы будем
говорить, что система находится в гомеостатиче-
ском состоянии, если она находится в равновесии
и ее энергия достигает абсолютного минимума.
В нашем случае это означает, что
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Первые два равенства равносильны тому, что
отображение  является конформным.
Кроме того, из приведенных соотношений следу-
ет, что

(10)

Тем самым мы приходим к следующему утвер-
ждению.

Л е м м а  1. Тройка  определяет гомео-
статическое состояние тогда и только тогда, ко-
гда отображение  является конформным,
фактор роста и давление определяются равенства-
ми (10). Каждое гомеостатическое состояние явля-
ется стационарным решением краевой задачи (9).

Согласно теореме Лиувилля, каждое кон-
формное отображение u в  является суперпози-
цией преобразований сдвига, растяжения, вра-
щения и инверсии. Физический смысл имеют
только такие преобразования инверсии, у кото-
рых полюс инверсии находится вне области .
Совокупность всех конформных отображений в

 образует группу Мёбиуса. Группа Мёбиуса в 
является 10-мерным многообразием. Касатель-
ное пространство к этому многообразию в едини-
це (инфинитезимальное пространство группы)
состоит из всех отображений вида

(11)

где  – произвольные векторы,  – произ-
вольная постоянная и S – произвольная анти-
симметрическая матрица. Инфинитезимальное
пространство совпадает с пространством реше-
ний обобщенных уравнений Киллинга группы
конформных преобразований ,

О п р е д е л е н и е  1. Через  обозначим ли-
нейное пространство всех отображений ζ, допус-
кающих представление (11). Через  обозна-
чим линейное пространство дивергенций всех
векторных полей, принадлежащих .

ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ УРАВНЕНИЯ
Исследование системы (9) целесообразно на-

чать с анализа линеаризованных уравнений. Осо-
бый интерес представляет исследование линеа-
ризации на гомеостатических состояниях. Из
групповой инвариантности множества гомеоста-
тических состояний следует, что можно ограни-
читься изучением линеаризации на тривиальном
равновесном состоянии , , .
Обозначим через , π,  отклонения поля дефор-
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маций, давления и фактора роста от равновесного
состояния, вызванные действием распределен-
ной силы f и поверхностной силы g. Разложим по-
ле деформаций  и давление π на две составляю-
щие

которые соответствуют чисто упругим деформа-
циям и деформациям, обусловленными ростом
материала. В этих обозначениях линейная систе-
ма уравнений для малых возмущений может быть
записана в виде

(12)

(13)

(14)

где ,  – заданное начальное рас-
пределение фактора роста. Нашей целью являет-
ся исследование корректности краевой задачи
(12)–(14). Для этого рассмотрим следующую кон-
струкцию. Разложим инфинитезимальное про-
странство  в прямую сумму подпространств

Обозначим через  и  подпространства , а
через  – замкнутое подпространство ,
определенные следующими равенствами:

Через  мы будем обозначать опера-
тор ортогонального проектирования простран-
ства  на подпространство .

Подпространство  состоит из полей дефор-
маций, которые порождены твердотельными
движениями упругого материала и не влияют на
процесс роста. Поэтому целесообразно фактори-
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( ): 0 для всех ,

( ): 0 для всех ,

( ): 0 для всех .

W dx

W dx T

L dx T

v v

w w

9 %

0 }

* }

Π Ω → *
2: ( )L

Ω2( )L *

%el

зовать пространства решений задач (12) и (13) по
подпространству . Далее мы будем предпола-
гать, что  и  Следующие два
утверждения, гарантируют корректность задач
(12) и (13).

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть пара  ×
× L2 , уравновешена, т.е. удовлетворяет усло-
виям

Тогда задача (12) имеет единственное слабое реше-
ние , , допускающее оценку

П р е д л о ж е н и е  2. Для любого  за-
дача (13) имеет единственное слабое решение

, , допускающее оценку

Функция μ обращается в нуль тогда и только то-
гда, когда . Более того, справедлива оцен-
ка

Доказательства предложений 1 и 2 аналогичны.
Поэтому мы кратко прокомментируем доказа-
тельство предложения 2. Оно основано на том,
что решение задачи (13) определяется с помощью
явных формул по решению вариационной задачи

для функционала

Доказательство разрешимости этой вариацион-
ной задачи проводится с помощью прямых мето-
дов вариационного исчисления. Существенную
роль в доказательстве играет обобщенное нера-
венство Корна для оператора Киллинга, [5].
Следствием предложения 2 является

Л е м м а  2. Пусть  – решение задачи (13) с
произвольной функцией . Тогда отобра-
жение  определяет ограниченный симмет-

ричный оператор в . Ортогональные подпро-
странства  и  являются инвариантными

Eel

∈ 9fv ∈ +% 0gr .w

∈ Ω2( , ) ( )Lf g
∂Ω( )

Ω ∂Ω

⋅ ζ + ⋅ ζ ζ ∈  el= 0 .dx ds для всехf g %

∈fv 9 ∈ Ω2( )f Lπ

( )Ω Ω Ω ∂Ω+ ≤ +1,2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )|| || || || || || || || .f fW L L L
cv π f g

ϕ ∈ Ω2( )L

∈ +% 0grw ∈ *μ

Ω Ω Ω+ ≤ ϕ1/2 2 2( ) ( ) ( )|| || || || || || .W L Lcw μ

ϕ ∈ } divT

−
Ω

Ω

ϕ ≤ − Πϕ 2
1 2

( )|| || .
L

dx cμ

∈∈
( *, *) = max min ( , )

wμ
Φ w μ Φ w μ

0*

Τ

Ω

Ω

∇ + ∇ − +

+ − ϕ





21 2( , ) = div
4 3

(div 3 ) .

dx

dx

Φ w μ w w wI

μ w

( , )w μ
ϕ ∈ Ω2( )L

ϕ →:B μ

Ω2( )L
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ПЛОТНИКОВ

подпространствами B. Оператор B обращается в
нуль на  и строго отрицателен на , т.е.

Далее, из предложения 1 вытекает, что πf пол-
ностью определяется силами f, g. Поэтому урав-
нение (14) может быть записано в форме опера-
торного уравнения для фактора роста  :

(15)

Следующее утверждение, непосредственно
вытекающее из леммы 2, является главным ре-
зультатом настоящей работы.

Т е о р е м а  1. Пусть заданные силы ;
L2(Ω)),  уравновешены в каждый
момент времени. Тогда задача (15) имеет един-
ственное решение , которое при
неограниченном возрастании временной переменной
стремится к предельному значению

В частности, отсюда следует, что предельное со-
стояние является гомеостатическим и в общем

случае не совпадает с начальным состоянием. Это
указывает на необратимость процессов роста или
атрофии.
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MATHEMATICAL MODELLING OF NEO-HOOKEAN MATERIAL GROWTH
Corresponding Member of the RAS P. I. Plotnikova

a Lavrentyev Institute of Hydrodynamics of Siberian Branch of Russian Academy of Sciences,
Novosibirsk, Russian Federation

The paper is devoted to the analysis of the mathematical model of the volumetric growth of incompressible
neo-Hookean material. Models of this kind are used in order to describe the evolution of the human brain
under the action of an external load. In the paper, we show that the space of deformation fields in the homeo-
static state coincides with the Möbius group of conformal transforms in . We prove the well-posedness of
the linear boundary value problem obtained by linearizing the governing equations on the homeostatic state.
We study the behavior of solutions when the time variable tends to infinity. The main conclusion is that
changes in the material, caused by a temporary increase in pressure (hydrocephalus) are irreversible.

Keywords: volumetric growth, neo-Hookean material, Stokes equations, Möbius group
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