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Обсуждаются различные представления состояний квантовых систем и доказывается их эквива-
лентность. В частности, восходящий к Л.Д. Ландау подход, в котором оператор плотности рассмат-
ривается как редукция чистого состояния квантовой системы, описываемой тензорным произведе-
нием подходящих гильбертовых пространств. При этом исследуется изменение состояний подси-
стем квантовой системы в результате экспериментов.
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Рассматривается применение вероятностных
методов к описанию квантовой динамики. При
этом результаты квантовых измерений могут вли-
ять на параметры вероятностного пространства.
Обсуждается связь между следующими описания-
ми квантовых состояний: 1) с помощью ненулевых
векторов гильбертова пространства (содержащие их
одномерные подпространства отождествляются с
состояниями, называемыми чистыми); 2) с помо-
щью вероятностных распределений на этом гиль-
бертовом пространстве; 3) с помощью ядерных
операторов (операторов плотности) в том же
гильбертовом пространстве и, наконец, 4) с по-
мощью векторов расширенного гильбертова про-
странства, представляющего собой тензорное
произведение исходного и вспомогательного
гильбертова пространства, размерность которого
не меньше размерности исходного пространства;
оператор плотности получается как редукция
оператора проектирования на подходящее одно-
мерное подпространство этого тензорного произ-
ведения (такие одномерные подпространства
можно задавать с помощью векторов Белла). Не-
обходимые определения приводятся ниже. Отме-
тим, что последнее определение оператора плот-
ности принадлежит Л.Д. Ландау, который считал

его одним из десяти самых значительных своих
достижений. Кроме того, обсуждается проводи-
мое на произвольном расстоянии от исследуемой
квантовой системы изменения ее состояний, за-
даваемых векторами Белла расширенных кванто-
вых систем; такие изменения связаны с так назы-
ваемым парадоксом Эйнштейна—Подольского–
Розина.

Между прочим, статья Л.Д. Ландау появилась
значительно раньше парадокса Эйнштейна–По-
дольского–Розина и векторов Белла (см. [1]).

1. МЕРЫ НА ГИЛЬБЕРТОВОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ И ОПЕРАТОРЫ 

ПЛОТНОСТИ

В аксиоматике квантовой механики, восходя-
щей к Максу Борну, каждой квантовой системе
сопоставляется комплексное сепарабельное
гильбертово пространство (которое далее обозна-
чается символом ); при этом каждое состояние
квантовой системы, не являющееся вероятност-
ной смесью отличных от него состояний (именно
такие состояния называются чистыми), задается
ненулевым вектором . Если каждый нену-
левой вектор пространства  задает состояние
квантовой системы, то говорят, что в ней нет пра-
вил суперотбора. Считается, что множество фи-
зических величин, которые можно эксперимен-
тально измерить (они называются наблюдаемыми),
находится во взаимно однозначном соответствии
с множеством  самосопряженных операто-
ров в , которые по этой причине в физической
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литературе также называются наблюдаемыми.
Предполагается, что если  и ,
то среднее значение  результатов измерений на-
блюдаемой , проводимых над одинаковыми ко-
пиями квантовой системы, состояние каждой из
которых задается вектором , определяется ра-

венством . Отсюда следует, что ес-

ли  – вероятностная мера на , то среднее
значение  результатов измерений наблюдае-
мой , проводимых над элементами ансамбля,
состоящего из квантовых систем с гильбертовым
пространством , распределение состояний ко-
торых описывается мерой , определяется равен-

ством .

Отметим, что векторы  и  задают одно и то
же состояние квантовой системы тогда и только
тогда, когда они пропорциональны. Поэтому все-
гда можно предполагать, что ; конечно, да-
же это предположение не позволяет определить
вектор  однозначно, так как его можно умно-
жить на комплексное число, модуль которого ра-
вен 1.

П р е д л о ж е н и е  1. В гильбертовом простран-
стве  существует такой (единственный) неот-
рицательный ядерный оператор  с единичным сле-
дом, для которого равенство

справедливо, какова бы ни была наблюдаемая
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ; тогда
значения функции  не превы-
шают ||A|| одновременно для всех , так что ин-
теграл из формулировки предложения корректно
определен. При этом можно проверить, что все
предположения теоремы Глиссона (см. [2, 8]) вы-
полнены. Поэтому в пространстве  существует
неотрицательный ядерный оператор  для кото-

рого равенство  спра-

ведливо. Предложение 1 доказано.

П р е д л о ж е н и е  2. Каков бы ни был неотри-
цательно определенный ядерный оператор  в гиль-
бертовом пространстве , обладающий единич-
ным следом, на пространстве  существует веро-
ятностная (борелевская) мера  такая, что для
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каждой наблюдаемой  справедливо ра-
венство

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть  – (счетно адди-
тивная) гаусовская мера на  с нулевым матема-
тическим ожиданием и корелляционным опера-
тором . Тогда мера , определяемая равен-
ством  – это та мера, существование
которой утверждается в предложении 2. Предло-
жение 2 доказано.

З а м е ч а н и е  1. В то время как оператор  из
предложения 1 определяется по мере  един-
ственным образом, мера  не определяется од-
нозначно по оператору .

Предложения 1 и 2 делают естественным сле-
дующее определение квантового состояния.

О п р е д е л е н и е  1. С о с т о я н и е м  к в а н -
т о в о й  с и с т е м ы  с (комплексным сепарабель-
ным гильбертовым) пространством  называется
неотрицательный ядерный оператор в , облада-
ющий единичным следом.

П р е д л о ж е н и е  3. Для каждой ограниченной
наблюдаемой  (т.е. для каждого ограниченного са-
мосопряженного оператора  в гильбертовом про-
странстве ) среднее значение результатов изме-
рений этой наблюдаемой, проводимых над находя-
щимися в состоянии  идентичными копиями
квантовой системы, определяется равенством

Это предложение вытекает из двух предыду-
щих.

З а м е ч а н и е  2. В [3, с. 29] сказано, что опре-
деление оператора плотности (в этой книге он на-
зван статистическим оператором) было впервые
введено в квантовую механику фон Нейманом;
однако фон Нейман ввел только определение 1;
другое определение оператора плотности, вве-
денное Л.Д. Ландау, (см. [4]) ему не было извест-
но. Отметим еще раз, что в определении Ландау
фактически впервые встречаются функции, игра-
ющие роль векторов Белла; они используются
также при описании парадокса Эйнштейна–По-
дольского–Розина (см. [1] и имеющиеся там
ссылки).

2. ОПЕРАТОРЫ ПЛОТНОСТИ КАК 
РЕДУКЦИИ СОСТОЯНИЙ ТЕНЗОРНЫХ 

ПРОИЗВЕДЕНИЙ ГИЛЬБЕРТОВЫХ 
ПРОСТРАНСТВ

Как известно (см. [6]), если квантовая система
состоит из двух подсистем с гильбертовыми про-
странствами  и , то гильбертово простран-
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ство объединенной системы можно отождествить
с гильбертовым тензорным произведением про-
странств  и  (определение гильбертова тен-
зорного произведения можно найти в книге [6])
или с его подпространствами (типичные приме-
ры: замыкание подпространства симметричных
тензоров и замыкание подпространства антисим-
метричных тензоров).

О п р е д е л е н и е  2 (см. [6, c. 607, аксиома 5].
-р е д у к ц и е й  о п е р а т о р а  п л о т н о с т и

, действующего в пространстве , назы-
вается такой оператор плотности  в простран-
стве , что какова бы не была ограниченная
наблюдаемая  в пространстве , справедливо
равенство , где символ

 обозначает след оператора в пространстве ,
а символ trH обозначает след оператора в про-
странстве . Далее вместо термина -редукция
используется термин редукция.

З а м е ч а н и е  3. Квантовые системы с гиль-
бертовыми пространствами  и , рассматри-
ваемые как подсистемы их объединений, называ-
ются открытыми. Отметим еще, что термин ре-
дукция имеет два значения. Во-первых, то, о
котором говорится в определении 2, и, во-вто-
рых, редукцией квантового состояния называется
его изменение после проведенного измерения.

П р е д л о ж е н и е  4. Пусть  – оператор
плотности в гильбертовом пространстве , рав-
ном  (т.е.  – это неотрицательный ядер-
ный оператор в  со следом, равным 1). Тогда в 
существует такой оператор плотности , что для
каждой ограниченной наблюдаемой  в  справед-
ливо равенство .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если , где
, то равенство из предложения 4 проверя-

ется непосредственно. Из выполнения этого ра-
венства для таких  вытекает его выполнение для
произвольных ограниченных наблюдаемых.
Предложение 4 доказано.

П р е д л о ж е н и е  5. Каждый неотрицатель-
ный ядерный оператор со следом 1 в пространстве

 является редукцией чистого состояния про-
странства , где  – гильбертово про-
странство, размерность которого не меньше раз-
мерности гильбертова пространства .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть  – неотрица-
тельный ядерный оператор со следом  в про-
странстве ,  – ортонормированный базис
пространства , состоящий из собственных век-
торов оператора ,  – соответствующие соб-
ственные значения. Пусть  – гильбертово про-
странство, обладающее ортонормированным ба-
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зисом , имеющим ту же мощность, что и базис
, и пусть вектор  пространства  опре-

деляется равенством  (сумма

справа называется вектором Белла). Тогда можно
непосредственно проверить, что оператор  яв-
ляется редукцией чистого состояния, заданного
вектором . Предложение 5 доказано.

Из приведенных предложений вытекает следу-
ющая

Т е о р е м а  1. Следующие определения состоя-
ний квантовой системы равносильны: 

(1) Состоянием квантовой системы называется
ядерный неотрицательно определенный оператор со
следом 1 в  (называемый оператором плотности);

(2) Состоянием квантовой системы называется
вероятностная мера на пространстве ; 

(3) Состоянием квантовой системы с гильбер-
товым пространством  называется редукция со-
стояния  квантовой системы c гильбертовым про-
странством , где размерность простран-
ства  не меньше размерности пространства 
(при этом состояние  можно считать чистым).

3. АКСИОМЫ КОЛМОГОРОВА 
И КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ

В этом разделе обсуждается изменение состоя-
ний квантовых систем под влиянием экспери-
ментов; при этом система, состояние которой ме-
няется, может быть на любом расстоянии от си-
стемы, с которой производится эксперимент.
Предполагается, что квантовая система с гиль-
бертовым пространством  состоит из двух под-
систем с гильбертовыми пространствами  и ,
так что ; расстояние в физическом
пространстве между первой и второй квантовыми
системами может быть сколь угодно большим, и
тем не менее эксперимент, произведенный над
одной из систем, мгновенно меняет состояние
другой. Отметим, что изменение состояния каж-
дой системы зависит от результата эксперимента
над другой системой, который заранее экспери-
ментатору не известен, именно поэтому противо-
речия со специальной теорией относительности
не возникает.

В аксиомах Колмогорова речь идет о вероят-
ностных мерах на измеримых пространствах.
Элементы этих пространств называются элемен-
тарными событиями; в квантовой теории вместо
термина элементарные события используется
термин скрытые параметры. Измеримые про-
странства, вероятностные меры на них и элемен-
тарные события (скрытые параметры) в аксиомах
Колмогорова считаются не зависящими от ре-
зультатов проводимых экспериментов.
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Сейчас будет описана ситауция, о которой
только что шла речь: когда после эксперимента
над одной из систем одновременно меняется со-
стояние обеих систем. Таким образом, можно
сказать, что результат эксперимента над одной из
систем мгновенно воздействует на вторую систе-
му; однако этот результат, как только что было
сказано, заранее не известен экспериментатору,
так что экспериментатор заранее не знает, какая
именно информация будет передана второй си-
стеме; это становится известно экспериментато-
ру только после проведения эксперимента.

Описанная ситуация возникает в следующем
эксперименте, предложенном Д. Бомом.

Пусть , так что .
Пусть  и  – ортонормированные бази-

сы в  и в ,  (h называ-

ется вектором Белла). Состояние квантовой си-
стемы, задаваемое вектором , порождает
смешанные состояния подсистем с гильбертовы-
ми пространствами  и , задаваемые операто-
рами плотности  и , определяемыми равен-
ствами

Пусть  – оператор в  проектирования на
подпространство, порожденное вектором ,
где  и  – оператор в  про-
ектирования на подпространство, порожденное
вектором . Так как состояние квантовой
системы с гильбертовым пространством  зада-
ется вектором , то измерение наблюдаемой  в
подсистеме с гильбертовым пространством  –
это то же самое, что измерение наблюдаемой

, где  – тождественный оператор в ;

аналогично измерение наблюдаемой  – то же

самое, что измерение наблюдаемой , где
 – тождественный оператор в .

Предположим, что при измерении наблюдае-
мой получилось число 1; тогда согласно постулату
Людерса фон Неймана, состояние системы с
гильбертовым пространством  сразу после из-
мерения задается вектором, являющимся проек-
цией  вектора h на двумерное собственное
подпространство  оператора, относящееся к
собственному значению 1. Оно представляет со-
бой тензорное произведение одномерного под-
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пространства, порожденного вектором ,
и пространства . Это означает, что

Из этой формулы следует, что если результа-
том измерения наблюдаемой  стало число 1

вероятность этого равна , то состояние систе-

мы с пространством  сразу после измерения за-
дается вектором . Это
означает, что после измерения наблюдаемой 
смешанное состояние первой системы становит-
ся чистым и описывается вектором , и
одновременно смешанное состояние второй си-
стемы также становится чистым и описывается
вектором, координаты которого в базисе 
совпадают с координатами в базисе  векто-
ра, задающего состояние первой системы.

Поэтому можно считать, что измерение наблю-
даемой , одновременно является измерением

наблюдаемой . При этом, как уже отмечалось,
расстояние в физическом пространстве между
первой и второй системами может быть произ-
вольным, и несмотря на это результат экспери-
мента над одной из систем мгновенно определяет
состояние, в которое переходит вторая система
сразу после этого эксперимента. Сравнительно не-
давно французский физик А. Аспе (A. Aspect) осу-
ществил эксперимент, подтвердивший справед-
ливость только что сказанного.

Существует тесная связь (см. [6]) между так на-
зываемым неравенством Бэлла, получаемым в
рамках аксиоматики Колмогорова, и экспери-
ментами над квантовыми системами, состоящи-
ми из двух подсистем.

БЛАГОДАРНОСТИ

Авторы благодарят Илью Александровича Надъяр-
ных, студента шестого курса механико-математиче-
ского факультета МГУ имени М.В. Ломоносова, за
большую и квалифицированную помощь при подго-
товке статьи.

α + β1 2e e
2H

⊗ + ⊗ α + β ⊗ ×

× α + β ⊗ +

1 1 2 2 1 2 1

1 2 1

1pr = [( ,( ) )
2

(( ) )

E h e d e d e e d

e e d

+ ⊗ + ⊗ α + β ⊗ ×
× α + β ⊗

1 1 2 2 1 2 2

1 2 2

( ,( ) )
(( ) )] =

e d e d e e d
e e d

α α + β ⊗ + β α + β ⊗1 2 1 1 2 2
1= [ (( ) ) (( ) )] =
2

e e d e e d

α + β ⊗ α + β1 2 1 2
1= ( ) ( ).
2

e e d d

αβ
1A

( )1
2

H
α + β ⊗ α + β1 2 1 2( ) ( )e e d d

αβ
1A

α + β1 2e e

1 2{ , }d d
1 2{ , }e e

αβ
1A

αβ
2A



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 501  2021

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ 61

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Пуанкаре А., Эренфест П., Эренфест Т., фон Ней-

ман Дж. Работы по статистической механике. С
доп. и под ред. В.В. Козлова и О.Г. Смолянова.
ИКИ. Библиотека журнала рациональная и хаоти-
ческая динамика. М. – Ижевск, 2011.

2. Gleason A.M. Measures on the closed subspaces of a
Hilbert space // J. Math. Mech, 1957. № 6. P. 885–
893.

3. Боголюбов Н.Н., Боголюбов Н.Н. (мл.). Введение в
квантовую статистическую механику. М.: Наука,
1984.

4. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Квантовая механика и
нерелятивистская теория. Гос. Изд. физ.-мат. лит-
ры, М., 1963.

5. Смолянов О.Г., Трумен А. Вероятностные модели
квантовых систем и неравенства типа Белла //
ДАН. 2002. Т. 387. 1. С. 31–36.

6. Богачев В.И., Смолянов О.Г. Действительный и
функциональный анализ. Институт компьютер-
ных исследований. Библиотека журнала рацио-
нальная и хаотическая динамика, Москва–
Ижевск, 2020.

7. Bell J.S. Speakable and Uspeakable in Quantum Me-
chanics. Cambridge University Press, 1987.

8. Parthasarathy K.R. An Introduction to Quantum Sto-
chastic Calculus. Basel, Boston, Berlin: Birkhäuser,
1992.

MATHEMATICAL STRUCTURES RELATED TO THE DESCRIPTION 
OF QUANTUM STATES

Academician of the RAS V. V. Kozlova and O. G. Smolyanovb

aV.A. Steklov Mathematical Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
bLomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation

One discussed some representations of the states of quantum systems and their equivalence is proved. In par-
ticular, the approach going back to L.D. Landau, in which the density operator is constructed using the re-
duction of the pure state of a quantum system described by a tensor product of suitable Hilbert spaces is given.
Under the just formulated assumptions, the change of the states of subsystems of a quantum system as a result
of experiments is investigated.

Keywords: pure state, density operator, tensor product, reduction of states, Bell vector
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