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Рассматриваются прореженные выборочные ковариационные матрицы с вероятностью прорежи-

вания , для некоторого . В предположении, что распределение элементов мат-
риц имеет конечный абсолютный момент порядка , , показано, что расстояние между
преобразованиями Стилтьеса эмпирической спектральной функции распределения и закона Мар-
ченко–Пастура имеет порядок , где  – расстояние до действительной оси в
комплексной плоскости.
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Рассмотрим серию случайных матриц Xn,m =

= , , элементы которых –
независимые одинаково распределенные веще-
ственные случайные величины, определенные на
одном и том же вероятностном пространстве. Бу-
дем полагать, что  и . Назо-
вем выборочной ковариационной матрицей мат-
рицу вида

Впервые выборочные ковариационные матрицы
были рассмотрены в работе Вишарта [1]. В кон-
тексте задач многомерного статистического ана-
лиза строки матрицы  представляют собой
выборку объема , состоящую из m-мерных век-
торов наблюдений. При росте размеров матрицы

 к бесконечности таким образом, что отноше-
ние n/m сходится к некоторой константе, эмпи-
рическая спектральная функция распределения
матрицы  (функция равномерного распределе-
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ния на множестве сингулярных чисел) сходится к
некоторой неслучайной функции распределения,
плотность которой была явно найдена в работе
Марченко и Пастура [2]. Факт такой сходимости
принято называть законом Марченко–Пастура, а
само предельное распределение – распределени-
ем Марченко–Пастура.

Важным частным случаем выборочных кова-
риационных матриц являются так называемые
прореженные выборочные ковариационные мат-
рицы (sparse sample covariance matrices). Пусть

 – семейство независимых бернуллиевских слу-

чайных величин, независимых от , с  =
= pn. Везде далее мы будем опускать верхний ин-

декс . Для прореженной матрицы W = ,
, рассмотрим прореженную

выборочную ковариационную матрицу

В дальнейшем мы будем рассматривать только
параметр , а про параметр  будем предполагать,
что он меняется так, что

Особый интерес в моделях с прореженными вы-
борочными ковариационными матрицами пред-
ставляет случай, когда вероятность прореживания
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 стремится к нулю, с ростом . В частности, ес-
ли  убывает так, что , то для прорежен-
ной выборочной ковариационной матрицы оста-
ется справедливым упомянутый выше закон
Марченко–Пастура.

Прореженные выборочные ковариационные
матрицы возникают во многих прикладных зада-
чах, например, при исследовании свойств дву-
дольного случайного графа – графа, вершины ко-
торого можно разделить на две группы, в каждой
из которых вершины не соединены друг с другом,
а наличие ребер – случайно, с некоторой вероят-
ностью .

Прореженные случайные матрицы изучались
разными авторами (см. [3–8] и литературу к ним).
Поведение сингулярных чисел и собственных
векторов прореженных случайных матриц значи-
мо зависит от вероятности прореживания, и это
не позволяет простым образом распространить на
них результаты, полученные ранее для непроре-
женного ( ) случая. В частности, непростой
задачей является изучение поведения минималь-
ного сингулярного числа. Прогресс в решении
этой проблемы для случая вигнеровских матриц
был достигнут в работе [9].

Обозначим через  собственные
числа матрицы  (соответственно,  – син-

гулярные числа матрицы ).

Назовем “симметризацией” некоторой поло-
жительной случайной величины η2 случайную ве-
личину , где  – независимая от  случайная
величина, равновероятно принимающая значе-
ния 1 и –1. Симметризованная эмпирическая
спектральная функция распределения матрицы Z
имеет вид

и является спектральной функцией распределе-
ния эрмитовой матрицы

где  – матрица с нулевыми элементами.
Для произвольного  определим величину

. Мы будем предполагать, что

вероятность прореживания  и моменты элемен-
тов матрицы  удовлетворяют ряду условий:
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, что для всех ,  выполнено

 
Важной задачей в изучении свойств случайной

матрицы является оценивание ее наименьшего
положительного и наибольшего сингулярных чи-
сел. Подобные задачи решались в ряде работ, по-
священных прореженным матрицам. Так, в [6], в
предположении , для сколь угодно малого

, и , для всех , показано,
что найдутся такие положительные константы

,  и ,
что выполнено неравенство .
В работе [7], в предположении субгауссовости
элементов матрицы и , получена
оценка , для некоторых поло-
жительных констант ,  и C3 =
= . В нашей работе доказаны следующие ре-
зультаты.

Т е о р е м а  1. Предположим, что условия –
 выполнены. Тогда для любого  найдутся

такие положительные константы 
K1 = , c0, c1),  

и C0 = , c0, c1), 
что

Рассмотрим преобразование Стилтьеса сим-
метризованной эмпирической функции распре-
деления :

Преобразование Стилтьеса симметризованного
распределения Марченко–Пастура имеет вид

где , .
Следуя работам Х.-Ц. Яу, мы будем называть

локальным законом Марченко–Пастура равно-
мерную по  сходимость
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ГЁТЦЕ и др.

в области , , где αn “медленно”

растет к бесконечности с ростом  (  или
, с некоторыми ), а  и  – неко-

торые положительные числа.
Введем обозначения , b(z) =

= z – , .

Т е о р е м а  2. Предположим, что условия –
 выполнены. Тогда для любого  существу-

ют такие константы , C1 =
= , , что для
всех  из области  и

 выполнено

Следующий результат относится к .
Т е о р е м а  3. Предположим, что условия –

 выполнены. Тогда для любого  существу-
ют такие константы , C1 =
= , , K =
= , что для всех  и 
из области ,  и

 выполнено

С л е д с т в и е  1. Обозначим через uj собствен-
ный вектор матрицы Z, отвечающий собственному
значению . Тогда, в предположениях – ,
для любого  найдутся такие константы

, , что

Т е о р е м а  5. Предположим, что выполнены
только условия  и . Тогда для любого

 существуют такие константы C0 =

= , , C2 =
= , что

для всех  из области ,
.

З а м е ч а н и е  1. В работе [6], в предположе-
нии, что моменты элементов матрицы удовлетво-
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ряют условию , для всех , в

области  по-
казано, что для несимметризованных преобразова-
ний Стилтьеса, для сколь угодно малого  и
произвольного  найдется такая положитель-
ная константа , что для доста-
точно больших  выполнено неравенство

С л е д с т в и е  2. В условиях теоремы 4 найдут-
ся такие константы , C1 =
= , что

С л е д с т в и е  3. Предположим, что выполнены
условия ,  и , . Пусть ,

, – квантили порядка  распреде-
ления . Тогда для некоторого малого  и

, для любого  найдутся такие

константы , C1 = C1(Q,
, что

З а м е ч а н и е  2. В работе [6], в предположе-
нии, что моменты элементов матрицы удовлетво-

ряют условию , для всех , при

 показано, что для сколь угодно мало-
го  и произвольного  найдется такая по-
ложительная константа , что
для достаточно больших , при , вы-
полнено неравенство

С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а .  Для оценки

спектральной нормы матрицы  использу-

ется результат Сегинера [10].
В оценке наименьшего сингулярного числа мы

следуем методу Рудельсона и Вершинина (см.
[11]), разработанному для прямоугольных мат-
риц, дополняя его рекуррентной процедурой (см.
[12]), которая позволяет получить необходимую
оценку.

Для доказательства неравенства делокализа-
ции используется представление
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где  Отсюда, для произ-
вольного , имеем

Для исследования преобразования Стилтьеса
прореженной матрицы используется стандартное
представление диагональных элементов резоль-
вентной матрицы :

с некоторыми (см. [13]) поправочными членами
, , и , . На первом этапе

получаем оценку , для некоторого ,
при . Для этого используется так называ-
емый “метод мультипликативного спуска”, осно-
ванный на неравенстве

Для оценки величины  используется представ-
ление , где
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LOCAL MARCHENKO–PASTUR LAW 
FOR SPARSE RECTANGULAR RANDOM MATRICES
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We consider sparse sample covariance matrices with sparse probability , with . Assuming
that the distribution of matrix elements has a finite absolute moment of order , , it is shown that the
distance between the Stieltjes transforms of the empirical spectral distribution function and the Marchenko–Pas-
tur law is of order , where  is the distance to the real axis in the complex plane.

Keywords: random matrices, sparse matrices, local Marchenko–Pastur law, Stieltjes transform
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