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1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа посвящена построению
аналогов -устойчивых случайных величин, от-
вечающих комплексным значениям , удовле-

творяющих условиям , .

Построенные -устойчивые случайные вели-
чины будут комплекснозначными, стандартным
образом мы будем отождествлять их с двумерны-
ми случайными векторами. Данные -устойчи-
вые величины будут обладать обычным свой-
ством алгебраической устойчивости по отноше-
нию к комплексному параметру .

Напомним, что для вещественных  случай-
ная величина  называется -устойчивой, если
для всех ,  существуют константы  и

 такие, что  (здесь и далее

символом  будем обозначать совпадение по рас-
пределению), где ,  – независимые копии .
Если , то распределения называются строго
устойчивым. Параметры , ,  при этом связа-
ны соотношением
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Классические одномерные устойчивые распре-
деления хорошо изучены (см. например, [3, 4, 11]).

Известно, что характеристическая функция
одномерного устойчивого распределения имеет
следующий вид

(1)

где , , , , 

sgn(p) = ,  

При  в случае строгой устойчивости .
Классические -устойчивые распределения

определены только для значений . Обоб-
щение на другие значения  требует привлечения
новых идей. В частности, А.М. Вершиком с соав-
торами и М.А. Лифшицем (см. [1, 6]) были по-
строены -устойчивые распределения для .
В работах [8, 13] были построены невероятностные
аналоги -устойчивых распределений для случаев

. Затем в работе М.В. Платоновой
[7] этот метод был обобщен на случай . При
помощи построенных -устойчивых распределе-
ний были получены вероятностные представле-
ния решений задачи Коши для эволюционных
уравнений с оператором Римана–Лиувиля.
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АЛЕКСЕЕВ

Вероятностные аналоги -устойчивых рас-
пределений существуют только в многомерном
пространстве. Так, например, в [12] устойчивыми
векторами называются все случайные векторы, ко-
торые являются пределами для сумм независимых
одинаково распределенных случайных векторов с
матричной нормировкой и векторным центрирова-
нием. В [10] такие распределения называются опе-
раторно-устойчивыми. В [9] рассматриваются слу-
чайные поля, где каждое конечномерное распреде-
ление является операторно-устойчивым.

В настоящей работе будут построены ком-
плекснозначные -устойчивые случайные вели-
чины, отвечающие комплексным значениям ,
удовлетворяющим условиям

(2)

Построенные комплексные величины, интер-
претируемые как двумерные векторы, с одной сто-
роны, будут операторно-устойчивыми, но с другой
стороны, не будут являться двумерными -устой-
чивыми векторами ни для каких вещественных .

Мы ограничимся построением строго устой-
чивых случайных величин, не строго устойчивые
случайные величины получаются сдвигом на
комплексную константу. Для простоты строго
устойчивые случайные величины ниже будем на-
зывать просто устойчивыми.

На комплексной плоскости рассматриваемые
нами значения  лежат в круге, изображенном на
рис. 1.

Определим множества ,  как

Рассматриваемое нами множество значений ком-
плексной величины  есть .

Пусть . Введем следующие параметры:

(3)
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Параметр  будем называть параметром устой-
чивости, параметр  – параметром комплексно-
сти. Для вещественных  имеем

(4)

Нетрудно показать, что

С учетом (4) случай  обобщает веществен-
ный случай , а случай  обобщает
вещественный случай . В данной работе
мы не рассматриваем обобщение распределения
Коши ( ), это предмет последующих работ.

Поясним здесь основную идею построения
устойчивых случайных величин, соответствую-
щих комплексным . Для простоты ограничимся
здесь аналогами односторонних устойчивых ве-
личин для случая .

Хорошо известно, что устойчивые величины
могут быть заданы стохастическим интегралом по
пуассоновской случайной мере (см., например,
[11]). Напомним, что если  – пуассоновское слу-
чайное поле с некоторой мерой интенсивности

 (см., например, [5]), то ему отвечает пуассо-
новская случайная мера, задаваемая формулой

. При этом,

Для задания односторонних устойчивых случай-
ных величин обычно используется пуассоновское
случайное поле  и отвечающая ему пуассоновская
случайная мера  на  с мерой интенсивно-

сти . Известно, что -устойчивая слу-

чайная величина с параметрами C = ,

, и  задается следующим стохастическим
интегралом (см., например, [11]):

(5)

Рассмотрим отображение . По теоре-
ме об отображении (см. [5], с. 33), множество X =
=  является пуассоновским полем с

мерой интенсивности , где  – отве-

чающая полю  пуассоновская случайная мера.
Делая замену переменной, получаем

�

γ
α

α γ� = , = 0.

α ∈ ∈1 тогда и только тогда, когда (0,1);B �

α ∈ ∈2 1\ тогда и только тогда, когда (1,2).B B �

α ∈ 1B
α ∈ (0,1) α ∈ 2 1\B B

α ∈ (1,2)

α ∈ ∂ 1B

α

α ∈ (0,1)

Y

μ( )dy

ν ∩( ) = card( )A X A

ν μE ( ) = ( ).A A

Y
ν1( )dy ∞(0, )

+αμ1 1( ) = dydy
y

α

( )απ Γ −αcos ( )
2

= 0a β = 1

∞

∈
ξ ν 1 1

0

= ( ) = .
y Y

y dy y

− α1/=y x

−α: ∈{ }y y Y

ν αE 1( ) =dx dx ν
X

∞ ∞
− αν ν 

1/
1

0 0

( )= ( ).
d

y dy x dx

Рис. 1. 
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Так как устойчивые случайные величины при
умножении на вещественную константу остаются
устойчивыми, то одностороннюю -устойчивую
случайную величину можно задавать следующим
стохастическим интегралом:

(6)

где  – пуассоновское поле на  с мерой ин-
тенсивности . Здесь  – отвечающая
полю  пуассоновская случайная мера.

Рассмотрим теперь комплексное число , удо-
влетворяющее (2). В этом случае -устойчивую
случайную величину будем определять как стоха-
стический интеграл по пуассоновской случайной
мере. Для определения устойчивой случайной ве-
личины формула (5) не подходит (мера интенсив-
ности не может быть комплексной), поэтому вме-
сто нее мы будем использовать формулу (6). При
этом, с точностью до мультипликативной кон-
станты случайная величина, определенная (6), по
распределению совпадает со следующим стоха-
стическим интегралом:

(7)

где X1 – пуассоновское поле на  с мерой ин-
тенсивности

В случае  представление  задает ком-
плексную случайную величину, которую будем
одновременно интерпретировать и как двумер-
ный случайный вектор. Для оставшихся , как и
в вещественном случае, -устойчивая случайная
величина будет задаваться как предел в  цен-
трированных случайных величин. Такая случай-
ная величина является комплексным аналогом од-
носторонней случайной величины. С использова-
нием этих соображений ниже будут определены
аналоги неодносторонних устойчивых случайных
величин, как и в вещественном случае, зависящих
от параметров , , . Распреде-
ление -устойчивых случайных величин будет
двумерным безгранично делимым, с мерой Леви,
сосредоточенной на объединении двух логариф-
мических спиралей

Отметим, что  – логарифмическая спираль,
определяемая в полярных координатах следую-
щим уравнением:
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Кривые ,  обладают свойством замкнуто-
сти относительно умножения на элементы .
Кроме того, важную роль играет следующее соот-
ношение:

где  – дифференциал дуги кривой. То есть, с
точностью до мультипликативной константы, x
является натуральным параметром.

В вещественном случае эти кривые вырожда-
ются в положительную и отрицательную полуоси
соответственно.

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ -УСТОЙЧИВОЙ 
СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

Рассмотрим , удовлетворяющие условию (2).
Для  дадим следующее определение.

О п р е д е л е н и е  1. У с т о й ч и в о й  с л у -
ч а й н о й  в е л и ч и н о й  с комплексным индек-
сом устойчивости  и параметрами ,

,  будем называть комплексную
случайную величину , задаваемую как
стохастический интеграл

(8)

по пуассоновской случайной мере  c интенсив-
ностью вида

(9)

(параметры ,  определены в (3)).
Так как для  выполнено , то ин-

теграл (8) сходится абсолютно с вероятностью
единица.

Для  (т.е. ), как и в веще-
ственном случае, вместо пуассоновской случай-
ной меры  используется соответствующая цен-
трированная мера

Для  рассмотрим комплексную случай-
ную величину

(10)

Л е м м а  1. Пусть . Тогда у семейства
случайных величин  при  существует предел
в .

С учетом леммы 1, для случая  (т.е.
) дадим следующее определение.
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О п р е д е л е н и е  2 .  У с т о й ч и в о й  с л у -
ч а й н о й  в е л и ч и н о й  с комплексным индек-
сом устойчивости  и параметрами ,

,  будем называть комплексную
случайную величину , задаваемую как
предел в  следующих случайных величин:

(11)

где  определена в (10).
Введенные комплексные случайные величины

будем одновременно рассматривать как двумер-
ные. Найдем характеристическую функцию соот-
ветствующего двумерного вектора.

Т е о р е м а  1. Пусть . Тогда справед-
лива формула

(12)

где , Ln – логарифм, опре-
деленный по непрерывности с условием  = 0,
и

1. Если , то

(13)

2. Если , то

(14)

Из теоремы 1 вытекает следующее утвержде-
ние.

Л е м м а  2. Пусть . Тогда

Лемма  показывает, что в некотором смысле
логарифм характеристической функции является
возведением в степень , что соответствует веще-
ственному случаю.

Следующее утверждение показывает, что по-
строенный случайный вектор является безгра-
нично делимым и дает выражение для его меры
Леви.

Т е о р е м а  2. Пусть комплексный параметр
. Пусть  – соответствую-

щая -устойчивая случайная величина. Тогда слу-

чайный вектор  является безгранично делимым

с мерой Леви, равной
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где  – длина дуги на кривых , .

3. СВОЙСТВО АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ 
УСТОЙЧИВОСТИ

Покажем, что для полученных -устойчивых
случайных величин выполнено обычное условие
алгебраической устойчивости.

Т е о р е м а  3. Пусть  – комплексная -устой-
чивая случайная величина, ,  – независимые ко-
пии . Тогда

(15)

где , , .
Из теоремы 3 вытекает следующее
С л е д с т в и е  1. Пусть   –  комплексная

-устойчивая случайная величина, ,  – незави-
симые копии  и пусть комплексные числа ,  ле-
жат на логарифмической спирали . Тогда суще-
ствует  такое, что

причем

Посмотрим, как будет выглядеть условие устой-
чивости в матричных терминах.

Зафиксируем параметр комплексности .
Для  через  обозначим матрицу

(16)

Заметим, что
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Из (17) немедленно следует, что для любых ,
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Из (18) вытекает, что отображение 
есть гомоморфизм групп. Значит  – группа по
умножению, изоморфная группе положительных
чисел по умножению.

Отметим, что для любого  матрица 
постоянным множителем отличается от унитар-
ной матрицы и, значит, для нее корректно опре-
делено возведение в степень (см., например, [2]).
Для унитарных матриц возведение в веществен-
ную степень означает возведение собственных
чисел в данную степень. Пользуясь этим сообра-
жением, получим, что матрица  соответ-
ствует умножению на комплексное число:

что означает, что матрица  есть диагональ-
ная матрица вида

(19)

Следующее утверждение также вытекает из
теоремы .

С л е д с т в и е  2. Пусть  – -устойчивый дву-
мерный случайный вектор, ,  – независимые
копии  и пусть матрицы , . Тогда су-
ществует  такая, что

причем

Как и для вещественных случайных величин,
можно выразить условие устойчивости в следую-
щей форме.

Т е о р е м а  4. Для любых  и 
выполнено

(20)

где  – независимые копии -устойчивой случай-
ной величины .

Отметим, что теорема 4 не может быть верна
для . В этом случае гауссовская компонента
обязана равняться нулевой матрице, а мера Леви
должна иметь асимптотику в нуле вида

где .
Так как , то

γ� ( )d M d

γ}

> 0d γ( )M d

α
γ ( )M d

+ γ α + α1 ( )( ) = = ,i a ibd d d� �

α
γ ( )M d
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0
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3
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ξ 1M γ∈ }2M
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1 2 = ,

d
M M M

α α α+1 2 = .M M M

α ∈ ∂2 1\B B ∈Nn

α ξ ξ1/
=1

1 = ,
n d

k
kn

ξk α
ξ

α ∉ 2B

+ν 1 2 1 21( , ) ,
| |

Cdx dx dx dx
x �

∼

> 2�

> 2�

что означает, что  не может быть мерой Леви.

4. ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ СУММ 
НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Пусть  – последовательность независи-
мых одинаково распределенных вещественных
случайных величин. Через  обозначим распре-
деление случайной величины , а через  –
соответствующую функцию распределения.
Предположим, что для некоторого 
распределение случайной величины  удовле-
творяет следующим двум условиям:

(i)  , ;

(ii)  , ;

где  является медленно меняющейся на бес-
конечности функцией, т.е.

Выберем параметр . Для каждого нату-
рального n определим случайную величину ,
полагая

(21)

где ,  при .
Справедлива следующая предельная
Т е о р е м а  5. Пусть распределение  удовле-

творяет условиям . Тогда существует та-
кая последовательность , что случайная величи-
на , определенная равенством , слабо сходит-
ся к , где  – -устойчивая случайная величина с
параметрами , , .

Теорема 5 показывает, что двумерное распре-

деление  является операторно-устойчивым.

При этом, экспонента вероятностной меры (см.,
например, [10]) равна
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In this paper, we construct complex-valued random variables that satisfy the usual stability condition, but for

a complex stability index  that satisfies the conditions , . The form of characteristic

functions of constructed random variables is found and limit theorems for sums of independent identically
distributed random variables are formulated.
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