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Пусть  — открытое подмножество ,
. Положим  и  =

= , . Через  и 
обозначим открытый шар и сферу радиуса  с
центром в точке x. В случае x = 0 пишем  и 
вместо  и .

Будем рассматривать неравенства

(1)

где ,  – оператор
градиента и  – вещественное число. Счита-
ем, что главная часть дифференциального опера-
тора удовлетворяет условию равномерной эллип-
тичности

для почти всех x  и всех , а коэффи-
циент при младших производных b – неотрица-
тельная функция, принадлежащая пространству

 для всех , где  при
 и  при .
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Теоремы сравнения для неравенств (1), не со-
держащих младшие производные, получены в ра-
боте [2].

Решением (1) будем называть функцию u та-
кую, что  и A(x, Du) ∈
∈  для любого  и при этом

для всех неотрицательных ϕ ∈  .
Говорим также, что

(2)

если  для всех 
Пусть  – решение (1), (2). Обозначим

где ограничение u на  понимается в смысле
следа, а ess sup берется по -мерной мере Ле-
бега на сфере Sr. Если , то будем счи-
тать, что .

Емкость компакта  по отношению к от-
крытому множеству  определяется равен-
ством
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где точная нижняя грань берется по всем функци-
ям , равным тождественно единице в
окрестности K. Емкость пустого множества счи-
тается равной нулю. В случае  пишем
cap(K) вместо cap(K, ω).

Если p = 2 и , то cap(K) совпадает с хорошо
известной винеровской емкостью [4].

Для любого  величину

будем называть -существенным внутренним диа-
метром открытого множества  [5]. В случае

 полагаем diamεω = 0.
Несложно увидеть, что diamεω является моно-

тонной функцией множества  и вещественного
числа . Другими словами, если  и ,
то 

Под , где  – открытое подмножество

, будем подразумевать пространство измери-
мых функций f таких, что

Норма в  определяется равенством

где |B1| – объем единичного шара в . В случае
, очевидно, имеем

(3)

Предположим, что E – непустое открытое под-
множество сферы Sr. Обозначим

где   – дуальный метриче-
ский тензор на сфере Sr, индуцированный евкли-

довой метрикой в , а  – элемент -мер-
ного объема сферы .

Согласно вариационному принципу 
является первым собственным значением спек-
тральной задачи

для оператора p-Лапласа–Бельтрами
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Т е о р е м а  1. Пусть  и q – неотрицательные
измеримые функции такие, что

(4)

и при этом

(5)

и

(6)

для всех r , где ,  и  – не-
которые вещественные числа.

Предположим также, что  – неотрицательное
решение (1), (2), причем  – неубывающая
функция на интервале  и

(7)

Тогда для любого вещественного числа 
найдутся постоянные  и , зависящие
только от a, , , , , , , , , такие, что на
промежутке  существует решение задачи
Коши

(8)

(9)

удовлетворяющее оценке

(10)
для всех r ∈ (R0, R1).

З а м е ч а н и е 1. Если , то в теореме 1
можно взять . В этом случае, в левой ча-
сти (8) будем, очевидно, иметь радиальный опе-
ратор p-Лапласа.

Т е о р е м а 2. Пусть справедливы условия тео-
ремы 1. Тогда для любого вещественного числа a > p – 2
найдутся постоянные  и , зависящие
только от , , , , , , , , , такие, что

(11)

для всех .
З а м е ч а н и е 2. Согласно (3) неравенство (6)

будет выполнено, если  и

для всех .
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Т е о р е м а 3. Теорема 1 остается в силе, если
функция  вместо (4) и (5) удовлетворяет условиям

(12)

и

(13)

для всех , где

а ,  и  < σ3 <

< σ2 <  – некоторые вещественные числа. При
этом постоянные  и  теперь будут зави-
сеть только от , , , , , , , , , , , ,

, .

З а м е ч а н и е 3. Если дополнительно потре-
бовать, чтобы

(14)

для всех , где  – вещественное чис-
ло, то неравенство (13) будет справедливо для некото-
рой функции Λ, пропорциональной .

В самом деле, можно показать, что соотноше-
ние (14) влечет оценку

для всех , где постоянная C > 0 зависит
только от , , , , , .

При  из теоремы 3 можно также полу-
чить емкостные оценки решения в окрестности
граничной точки , аналогичные [1, 6, 7].

Т е о р е м а 4. Пусть в предположениях теоре-
мы 1 вместо (4) и (5) справедливы условия (12) и (13).
Тогда для любого вещественного числа 
найдутся постоянные  и , зависящие
только от , , , , , , , , , , , , , ,
такие, что для всех  имеет место нера-
венство (11).

Далее будем рассматривать неравенства

(15)
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Функция u называется решением (15), если
  и

 для любого  и при
этом

для всех неотрицательных 

Объединяя теоремы 1–4 с результатами рабо-
ты [3], приходим к следующим утверждениям.

Т е о р е м а 5. Пусть  и  – неотрицательные
измеримые функции, удовлетворяющие условиям
(4)–(6), а  и l: [R0, R1) ×
×  — локально ограниченные измери-
мые функции такие, что

(16)

для всех , ,

(17)

для всех , ,

(18)

для всех , , и

(19)

для всех , где  – некоторое веще-
ственное число.

Предположим также, что  – неотрицательное
решение (15), (2), причем  – неубывающая
функция на интервале  и выполнено условие (7).

Тогда для любых вещественных чисел  и
 найдутся постоянные ,  и ,

зависящие только от , , , , , , , , , , ,
такие, что на промежутке  существует ре-
шение уравнения

удовлетворяющее условию (9) и оценке (10).

, ∞ ,∈ Ω ∩ Ω ,
0 0

1( ) ( )p R r R ru W L / − ,, ∈ Ω
0( 1)( ) ( )p p R rA x Du L

/ − ,, ∈ Ω
0( 1)( ) ( )p p R rF x u L ∈ ,0 1( )r R R

−

Ω Ω

Ω

− ϕ + ϕ ≥

≥ ϕ

 



, ,0 1 0 1

,0 1

1( , ) ( )| |

( , )

R R R R

R R

pA x Du D dx b x Du dx

F x u dx

∞
,ϕ ∈ Ω .

0 10 ( )R RC

Λ q

, × ,∞ → ,∞0 1: [ ) (0 ) [0 )f R R
,∞ → ,∞(0 ) [0 )

, − = ,( 0) ( )f r t f r t

∈ ,0 1( )r R R > 0t

, ≥ ,1 2( ) ( )f r t f r t

∈ ,0 1( )r R R ≥ >1 2 0t t

/ θ,θ∈Ω
, ≤ ,( ) ess inf ( )

r rx
f r t F x t

∈ ,0 1( )r R R > 0t

/ θ,θΩ
≥( ) ess sup

r r

l r b

∈ ,0 1( )r R R θ > 1

u
⋅;( )M u

,0 1( )R R

> − 2a p
α > 0 β > 0 γ > 0 > 0k

a n p α ε ζ θ σ ν 1C 2C
,0 1[ )R R

− −
+

+

− −

  + α = 
 

= γ ,β + Λ ,

2 2
1

1

( ) 2

1 ( )

( ( ) ( )| | )

p p
a

a

kq r p

d dm dm dm dmr l r
dr dr dr dr drr

f r m e r m m



38

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 500  2021

КОНЬКОВ

П р и м е р  1. Пусть  – решение задачи

для которого справедливо соотношение (7), где

есть равномерно эллиптический оператор с изме-
римыми коэффициентами. Согласно принципу
максимума,  должна быть неубывающей
функцией на интервале . Полагая

очевидно, получим, что  является решением не-
равенства

где A(x, Du) = ,

Таким образом, для любых функций , , f и ,
удовлетворяющих условиям (4)–(6), (16)–(19), и
вещественных чисел  и  найдутся по-
стоянные ,  и , зависящие только
от , , , , , , ,  и от постоянных эллиптич-
ности оператора , такие, что на промежутке

 существует решение уравнения

(20)

удовлетворяющее условию (9) и оценке (10).

В случае , полагая  и α = 1, мы,
очевидно, получим радиальную компоненту опе-
ратора  в левой части (20).

Т е о р е м а  6. В предположениях теоремы 5 для
любых вещественных чисел a > p – 2 и  най-
дутся постоянные ,  и , зависящие
только от , , , , , , , , , , , такие, что
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(21)

для всех .

Т е о р е м а 7. Теорема 5 остается в силе, если
функция  вместо (4) и (5) удовлетворяет условиям
(12) и (13). При этом постоянные ,  и

 теперь будут зависеть только от , , , ,
, , , , , , , , , , , .

Т е о р е м а 8. Пусть в предположениях теоре-
мы 5 функция  вместо (4) и (5) удовлетворяет
условиям (12) и (13). Тогда для любых вещественных
чисел  и  найдутся постоянные ,

 и , зависящие только от , , , , , ,
, , , , , , , , , , такие, что для всех

 имеет место неравенство (21).
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COMPARISON THEOREMS FOR ELLIPTIC INEQUALITIES 
WITH LOWER-ORDER DERIVATIVES

THAT TAKE INTO ACCOUNT THE GEOMETRY OF THE DOMAIN
A. A. Kon’kova

aLomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

We obtain comparison theorems that make it possible to estimate the spherical maximum of solutions of qua-
silinear elliptic inequalities containing lower-order derivatives in terms of solutions of the Cauchy problem for
an ordinary differential equation the right-hand side of which depends on the geometry of the domain.
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