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глубины не более k. Мы доказали, что минимальное , при котором k-спектр бесконечен, равно 5.
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1. ЛОГИКА ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
СЛУЧАЙНОГО ГРАФА

Простым графом (далее просто графом)  на-
зывается пара множеств , где V – произ-
вольное непустое множество, а  – некоторое
множество неупорядоченных пар различных эле-
ментов из V. Под изоморфизмом графов  = (V1, E1),

 подразумевается биекция ,
сохраняющая ребра, т.е. {x, y} ∈  ∈
∈ E2. Свойство графов – множество графов,
замкнутое относительно изоморфизма. Для фор-
мализации некоторых свойств графов использу-
ется язык первого порядка. Так, например, свой-
ство содержать треугольник (тройку вершин, по-

G
= ,( )G V E

E

1G
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парно соединенных ребрами) записывается
формулой первого порядка

Свойство графа иметь изолированную вершину
(вершину, из которой не исходит ни одно ребро)
записывается формулой первого порядка

Говоря простыми словами, формула первого по-
рядка – это формальная запись свойства, исполь-
зующая символы переменных ( ), буле-
вы связки ( ), предикатные символы
(в случае графов =, ~), кванторы ( ) и скобки.
Строгое определение формулы первого порядка
можно найти, например, в [1]. Под сигнатурой
формулы подразумевается множество предикат-
ных символов  с заданными арностями (т.е. на-
туральными числами, обозначающими количе-
ство аргументов соответствующего предиката).
Под интерпретацией подразумевается множество

 и отображение , ставящее в соответствие каж-
дому символу из  предикат , где a –
арность этого предикатного символа. В случае
графов сигнатура состоит из двух предикатных
символов ~, =, а интерпретациями являются ко-
нечные простые графы (предикат  является
истинным для вершин x, y, соединенных ребром).
Иными словами, для интерпретации  на  вер-
шинах:

1)  – множество вершин графа ,
2) предикат ~ истинен на вершинах x, y тогда и

только тогда, когда x, y соединены ребром в ,
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3) предикат  истинен на совпадающих вер-
шинах x, y.

Логика первого порядка обладает рядом важ-
ных свойств, одним из которых является теорема
Гёделя о полноте [1]. Из этой теоремы, в частно-
сти, следует так называемый закон 0 или 1. Для
графов это утверждение звучит следующим обра-
зом. Пусть ϕ – формула первого порядка, а  –
множество графов на множестве вершин ,
для которых формула ϕ является истинной. Тогда

Заметим, что  – это количество всех графов
на . Закон 0 или 1 был впервые доказан
Глебским, Коганом, Легоньким и Талановым в
1969 г. [2] и далее в 1976 г. он независимо (и по-
другому) был доказан Фейгиным [3]. Чтобы заме-
тить, что закон 0 или 1 вытекает из теоремы Гёде-
ля, достаточно построить так называемую систе-
му аксиом расширения и доказать, что ни для ка-
кого конечного графа не истинны все эти
аксиомы одновременно, но существует един-
ственный счетный граф , для которого они ис-
тинны (этот граф называется графом Радо, и с
вероятностью 1 он изоморфен случайному счет-
ному графу в биномиальной модели) [4]. Дей-
ствительно, упомянутая система аксиом является
почти наверное теорией, т.е. любая аксиома истин-
на на почти всех графах, а значит, то же самое вер-
но и для любой выводимой из нее формулы (т.е.
формулы, истинной на всех графах, на которых
истинен и некоторый конечный набор аксиом).
По теореме Гёделя любая формула, истинная на

, истинна на почти всех графах. Наоборот, если
формула ϕ не является истинной на , то  –
истинна, а значит, истинна на почти всех графах.
Единственным нетривиальным моментом в этом
доказательстве является единственность графа
Радо (существование счетного графа следует из
непротиворечивости упомянутой системы акси-
ом, см. [1]).

Альтернативное доказательство [5] закона 0 или
1 опирается на теорему Эренфойхта [6], связываю-
щую игру Эренфойхта с понятием элементарной
эквивалентности. Напомним, что кванторной глу-
биной формулы q(ϕ) называется количество кван-
торов в самой длинной последовательности вло-
женных кванторов в этой формуле (см. формаль-
ное определение в [1]). Будем говорить, что графы

 являются k-элементарно экивалентными,
если для любой формулы первого порядка ϕ с

 либо ϕ истинна на , либо ложна на
. В игре Эренфойхта на графах  с k раун-

дами участвуют два игрока, Новатор и Консерва-
тор. В -м раунде ( ) Новатор выбирает
вершину из любого графа, отличную от уже вы-
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бранных. Затем Консерватор выбирает вершину
из другого графа, отличную от уже выбранных.
К концу игры выбраны вершины 
и . Консерватор побеждает в том и
только том случае, когда отображение f: {x1, ...,

, переводящее вершину  в вер-
шину  для каждого , является изо-
морфизмом индуцированных подграфов 
и . Теорема Эренфойхта утверждает, что
графы  являются k-элементарно эквива-
лентными тогда и только тогда, когда у Консерва-
тора есть выигрышная стратегия на  в k раун-
дах.

Из теоремы Эренфойхта можно (см., напри-
мер, [4, 7]) получить следствие о справедливости
законов 0 или 1: закон 0 или 1 справедлив для лю-
бой формулы первого порядка ϕ с  тогда и
только тогда, когда у Консерватора есть выиг-
рышная стратегия в k раундах на почти всех гра-
фах (иными словами,

где  – множество пар графов G1 на  и 
на , на которых у Консерватора есть выиг-
рышная стратегия в k раундах).

2. СПЕКТРЫ ФОРМУЛ
Мы изучаем вероятности истинности формул

первого порядка на биномиальном случайном
графе  [7, 8]. Множество вершин этого гра-
фа – , а ребра проводятся независимо с ве-
роятностью p каждое. Иными словами, для любо-
го графа 

Говорят, что случайный граф  подчиняется
закону нуля или единицы, если для любой фор-
мулы первого порядка ϕ либо

либо

(здесь и далее мы пишем , если формула ϕ
истинна на графе G). Заметим, что упомянутая
теорема из предыдущего раздела утверждает
справедливость закона 0 или 1 для случайного

графа . Легко заметить [5], что закон 0 или

1 справедлив и для всех p таких, что для любого
 выполнено , , в

силу истинности (с асимптотической вероятно-
стью 1) всех аксиом расширения.
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Если же , , то закон 0 или 1 спра-
ведлив тогда и только тогда, когда  – иррацио-

нально или  и  [9]. При

ограничении на кванторную глубину формул за-
кон становится справедлив и для некоторых ра-

циональных  и  (см., например,

[10, 11]). Говорят, что случайный граф  под-
чиняется k-закону нуля или единицы, если для
любой формулы первого порядка ϕ с  либо

 либо  = 0. В
[11] доказано, что множество таких , что
случайный граф  не подчиняется k-за-
кону нуля или единицы, конечно. Множество

 всех таких , что случайный граф
 не подчиняется k-закону нуля или еди-

ницы, называется k-спектром. Таким образом,
возникает вопрос: а бесконечно ли множество

 хоть для каких-то k? Ясно, что если  бес-
конечно для некоторого k, то  также беско-
нечно для всех . В [12] Дж. Спенсер доказал,
что k-спектр бесконечен при . В [10] дока-
зано, что  и  В [13]
приведен пример такой формулы первого поряд-
ка ϕ кванторной глубины 5, что  не
стремится ни к 0, ни к 1 для бесконечно многих .
Итак, минимальное k, при котором множество

 бесконечно, равно 4 или 5.
Нам удалось доказать, что минимальное k, при

котором k-спектр бесконечен, равно 5, что равно-
сильно следующей теореме.

Т е о р е м а  1. Множество  конечно.
И д е я  д о к а з а т е л ь с т в а. В прежней рабо-

те [14] нам удалось доказать, что множество 
не содержит ни одной предельной точки кроме,
быть может, 1/2 и 3/5. Теперь мы доказали, что и
1/2, 3/5 не являются предельными точками спек-
тра. Для доказательства этого утверждения доста-
точно показать, что для некоторого  случай-
ный граф  подчиняется 4-закону 0 или 1
для всех  и  (пусто-
та спектра для некоторой левой окрестности лю-
бой предельной точки доказана в [9]). Последнее
утверждение мы доказали с помощью следствия
из теоремы Эренфойхта и следующей леммы.

Л е м м а  1. Существует  такое, что для
любого

с вероятностью, стремящейся к 1, у Консерватора
есть выигрышная стратегия в 4 раундах в игре

Эренфойхта на графах ,  при n,
.
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ON THE 4-SPECTRUM OF FIRST-ORDER PROPERTIES 
OF RANDOM GRAPHS
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Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

A k-spectrum is a set of all positive α such that the random binomial graph  does not obey the zero-
one law for first-order formulas with quantifier depth no more than k. We proved that the minimal k such that
the k-spectrum is infinite, equals to 5.

Keywords: first-order logic, random binomial graph, zero-one law, spectrum of formula, Ehrenfeucht game
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