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Рассматривается вторая краевая задача для дифференциально-разностного уравнения второго по-
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условие существования обобщенного решения. Доказано, что если правая часть уравнения ортого-
нальна в  некоторым функциям, то обобщенное решение из пространства Соболева 
будет принадлежать пространству .

Ключевые слова: дифференциально-разностные уравнения, обобщенные решения, краевая задача
DOI: 10.31857/S2686954321050155

,2(0 )L d ,1
2 (0 )W d

,2
2 (0 )W d

ВВЕДЕНИЕ

Обобщенные решения первой краевой задачи
для функционально-дифференциальных уравне-
ний нейтрального типа на конечном интервале
(0, d) впервые рассматривались в работах [1, 2].
Было показано, что гладкость обобщенных реше-
ний может нарушаться во внутренних точках ин-
тервала даже при бесконечно дифференцируемой
правой части и сохраняется лишь на подынтерва-
лах, получаемых выбрасыванием из интервала
(0, d) орбит его концов. В работах [3, 4] получены
условия на правые части уравнения, обеспечива-
ющие гладкость обобщенных решений первой
краевой задачи для дифференциально-разност-
ных уравнений на всем интервале (0, d). Вопрос о
нахождении таких условий в случае второй крае-
вой задачи является открытым. В работах [5, 6] в
случаях как первой, так и второй краевых задач
были получены условия на коэффициенты диф-
ференциально-разностного уравнения, при вы-
полнении которых гладкость обобщенных реше-
ний дифференциально-разностного уравнения
сохраняется на всем интервале для любой правой

части. Краевые задачи для функционально-диф-
ференциальных уравнений возникают во многих
важных приложениях, в частности в задачах тео-
рии управления системами с последействием [4,
7–10].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Введем операторы RQ: , R:
,  и PQ: 

следующим образом:
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нулем функции из  на . Для рассмотре-
ния дифференциально-разностного уравнения (2)
на интервале  вводится оператор , являющийся
оператором сужения функции из  на .

Если , рассмотрим один класс непересе-
кающихся подынтервалов: , ,
..., n + 1. Если , рассмотрим два класса не-
пересекающихся подынтервалов: Q1k = (k – 1,

, , и ,
.

Обозначим через , , теплицеву
матрицу порядка  с элементами

(4)

где , ; , если ;
, если .

Очевидно, матрица  может быть получена
из матрицы  вычеркиванием последней
строки и последнего столбца. Свойства оператора

 тесно связаны со свойствами матриц .
Всюду в дальнейшем будем предполагать, что

для всех  и  ( , если ,
и s = 1, если ) выполняется неравенство

(5)

где  не зависит от x и Y,  и  – скаляр-

ное произведение и норма в  соответственно.

2. РАЗРЕШИМОСТЬ ВТОРОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
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из . Скалярное произведение в  вво-
дится по формуле

Введем неограниченный оператор  :  
 → L2(Q) с областью определения  =

= ,
действующий по формуле
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(5), и пусть  – обобщенное решение зада-
чи (2), (3). Тогда , k = 1, ...,
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Обозначим через  матрицу порядка

, полученную из матрицы R1 вычер-

киванием первого (последнего) столбца соответ-

ственно, а через  матрицу порядка ,

1
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полученную из R1 вычеркиванием первого и по-
следнего столбцов.

Будем предполагать, что выполняется условие

(9)( )−
=

+ + ≠ .
1

| (0)| | ( 1)| 0
n

k k
k

a a n



76

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 500  2021

СКУБАЧЕВСКИЙ, ИВАНОВ

Л е м м а  1. Пусть выполнены условия (5) и (9).
Тогда  и .

Обозначим через   j-й
столбец матрицы порядка , полученной
из матрицы  вычеркиванием первой
(последней) строки .

Введем линейный ограниченный оператор
 с областью опреде-

ления , действующий по
формуле

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия (5) и
(9), и пусть . Предположим, что столбцы  и

 линейно независимы. Тогда оператор
   → L2(Q) фредгольмов,

 и  = 1. Если к тому же

(10)
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то ( .
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(10), то найдутся три линейно независимые функ-
ции , ,   такие, что , и при вы-
полнении условий , , обобщен-

ное решение задачи (2), (3)  существует

и принадлежит пространству . Если же
справедливо неравенство (11), то найдутся две ли-
нейно независимые функции h0, h1  такие,
что , и при выполнении условий

, j = 0, 1, обобщенное решение задачи

(2), (3)  существует и принадлежит

пространству .
Т е о р е м а  4. Пусть выполнены условия (5) и

(9), и пусть . Предположим, что столбцы 
и  линейно зависимы и . Тогда
оператор  → L2(Q) фредгольмов,

 и  = 1. Если при этом  =

=  или , то  = 2.
Из теорем 1 и 4 вытекает
С л е д с т в и е  2. Пусть выполнены условия тео-

ремы 4. Тогда найдутся две линейно независимые
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функции ,   такие, что , и при
выполнении условий , , обоб-

щенное решение задачи (2), (3)  суще-

ствует и принадлежит пространству .
П р и м е р  1. Рассмотрим оператор RQ:

, 3), где , (Ru)(x) = a0u(x) +
+  + a–1u(x – 1) + ,

, . Тогда n = 2, , а матрица 
имеет вид

Следовательно,

Предположим, что выполняется условие (5), а
столбцы  и  линейно независимы. Можно по-
казать, что тогда . Следовательно, выпол-
няется условие (10). Таким образом, в силу тео-
ремы 3 оператор ,
3) фредгольмов,  и , при
этом  = 3.
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THE SECOND BOUNDARY VALUE PROBLEM 
FOR DIFFERENTIAL-DIFFERENCE EQUATIONS
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b Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Lomonosov Moscow State University,

Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS Yu.S. Osipov

We consider the second boundary value problem for a second order differential-difference equation with vari-
able coefficients on the interval (0, d). It was obtained the necessary and sufficient condition for existence of
a generalized solution. It was proved that, if the right-hand side of the equation is orthogonal in  to

some functions, then a generalized solution from the Sobolev space  belongs to the space .

Keywords: differential–difference equations, generalized solutions, boundary value problem
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