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Работа посвящена исследованию абстрактных интегро-дифференциальных уравнений, являющих-
ся операторными моделями задач теории вязкоупругости. В качестве ядер интегральных операторов
могут быть рассмотрены, в частности, суммы убывающих экспонент или суммы функций Работно-
ва с положительными коэффициентами, имеющие широкое применение в теории вязкоупугости.
Приводится метод сведения исходной начальной задачи для модельного интегро-дифференциаль-
ного уравнения с операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве к задаче Коши для
дифференциального уравнения первого порядка. Установлено экспоненциальное убывание реше-
ний при известных предположениях для ядер интегральных операторов. На основе полученных ре-
зультатов установлена корректная разрешимость исходной начальной задачи для вольтеррова инте-
гро-дифференциального уравнения с соответствующими оценками решения.
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В статье будет рассмотрено абстрактное инте-
гро-дифференциальное уравнение с операторны-
ми коэффициентами в гильбертовом простран-
стве и представлена общая схема исследования,
которую можно применить ко многим другим ли-
нейным моделям, содержащим вольтерровы ин-
тегральные операторы.

Указанное абстрактное интегро-дифференци-
альное уравнение может быть реализовано как
интегро-дифференциальное уравнение в частных
производных, возникающее в теории линейной
вязкоупругости (см. [1–6]). К рассматриваемому
классу уравнений относятся также интегро-диф-
ференциальные уравнения Гуртина–Пипкина,
описывающие процесс распространения тепла в
средах с памятью (см. [7, 8]). Кроме того, указан-
ные уравнения возникают в задачах усреднения в
многофазных средах (закон Дарси) (см. [9]). В ка-
честве ядер интегральных операторов могут быть
рассмотрены, в частности, суммы убывающих
экспонент или суммы дробно-экспоненциаль-

ных функций (функций Работнова) с положи-
тельными коэффициентами, имеющие широкое
применение в теории вязкоупругости (см. [10]).

Представленные в данной работе результаты
базируются на подходе, связанном с исследова-
нием линейных дифференциальных уравнений в
банаховых пространствах (см. [11, 12]), и являют-
ся продолжением и развитием исследований,
опубликованных в работах [13, 14], посвященных
спектральному анализу оператор-функций, явля-
ющихся символами вольтерровых интегро-диф-
ференциальных уравнений.

Следует отметить, что существуют и другие под-
ходы для описания колебаний неоднородных мно-
гофазных сред. В качестве примера можно привести
подход, связанный с применением эллиптических
функционально-дифференциальных уравнений,
изложенный в работе [15].

1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть H – сепарабельное гильбертово про-
странство, A – самосопряженный положитель-
ный оператор  , действую-
щий в пространстве H. Пусть  – самосопряжен-
ной неотрицательный оператор, действующий в

= ≥ κ0*A A I κ >0( 0)
B
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пространстве H с областью определения ,
такой, что , удовлетворяющий нера-
венству ,  для любого

, I – тождественный оператор в про-
странстве H.

Рассмотрим следующую задачу для интегро-
дифференциального уравнения второго порядка
на положительной полуоси :

(1)

(2)

Предположим, что ядра интегральных опера-
торов  , имеют следующее представле-
ние:

(3)

где  (i = 1, 2) – положительные меры, которым
соответствуют возрастающие, непрерывные спра-
ва функции распределения , соответственно.
Интеграл понимается в смысле Стилтьеса. Кроме
того, будем считать, что выполнены условия

(4)

Положим

(5)

З а м е ч а н и е  1. Из свойств операторов A и 
и неравенства Гайнца (см. [11]) следует, что опе-
ратор , является обратимым, операторы Q1 :=

:= ,  – допускают ограни-
ченное замыкание в H,  – ограниченный опе-
ратор.

Превратим область определения  опера-
тора ,  в гильбертово пространство Hβ,

введя на  норму , эквивалентную

норме графика оператора .
О п р е д е л е н и е  1. Будем называть век-

тор функцию  к л а с с и ч е с к и м  р е ш е -
н и е м  задачи (1), (2), если ,

,  удовлетворяет уравне-
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нию (1) для каждого значения  и начально-
му условию (2).

2. СВЕДЕНИЕ ИСХОДНОЙ ЗАДАЧИ 
К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ УРАВНЕНИЮ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Применим формулу интегрирования по ча-
стям к интегралам в левой части уравнения (1) и
заметим, что , .
Введем новые переменные

(6)

Введем следующее обозначение:

(7)

Тогда задача (1), (2) формально может быть при-
ведена к следующей начальной задаче для систе-
мы дифференциальных уравнений первого по-
рядка:

(8)

где , , f1(t) := f(t) – (M1(t)A +

+

(9)

Теперь наша задача состоит в том, чтобы пре-
вратить систему уравнений (8), (9) в начальную
задачу в некотором расширенном функциональ-
ном пространстве, в котором эта задача будет
корректной, а также установить соответствие (не
только формальное) между решением задачи (8),
(9) и решением исходной задачи (1), (2).
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РАУТИАН

3. ЗАДАЧА КОШИ В РАСШИРЕННОМ 
ФУНКЦИОНАЛЬНОМ ПРОСТРАНСТВЕ. 

ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Через  обозначим пространства 
вектор-функций на полуоси  со значе-
ниями в H, снабженные нормами

соответственно.
Рассмотрим сильно непрерывную мультипли-

кативную полугруппу  в пространстве  (см.
[12, c. 65]):  , t ≥ 0,

. Известно, что линейный оператор
 в пространстве Ωk с областью опре-

деления D(Tk) =  является ге-
нератором полугруппы  (см. [12, c. 65]).

Введем операторы  и сопряжен-

ные операторы  (k = 1, 2) следующим
образом:

Рассмотрим гильбертово пространство  =
=  снабженное нормой

которое будем называть расширенным гильбер-
товым пространством.

Введем линейный оператор  в пространстве
 с областью определения

действующий следующим образом:

Введем четырехкомпонентные векторы вида
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Теперь мы можем переписать систему (8), (9) в
виде дифференциального уравнения первого по-
рядка в расширенном функциональном простран-
стве. Рассмотрим следующую задачу Коши в про-
странстве :

(10)

(11)

О п р е д е л е н и е  2. Вектор Z(t) = ,
 называется к л а с с и ч е с к и м

р е ш е н и е м задачи (10), (11), если ,
, H),  k = 1,

2, по переменной t, для любого ,

, вектор Z(t) удовлетворяет
уравнению (10) для любого и начальному
условию (11).

О п р е д е л е н и е  3 (см. [11]). Линейный опе-
ратор  c областью определения, плотной в гиль-
бертовом пространстве, называется д и с с и п а -
т и в н ы м , если  при  и
м а к с и м а л ь н о  д и с с и п а т и в н ы м , если он
диссипативен и не имеет нетривиальных дисси-
пативных расширений.

Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия (4). То-
гда оператор  в пространстве  с плотной обла-
стью определения  является максимально дис-
сипативным.

Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия (4). То-
гда линейный оператор  является генератором
сжимающей C0-полугруппы  в простран-
стве , при этом решение задачи (10), (11) пред-
ставимо в виде   и для любого

 справедливо энергетическое равенство

(12)

4. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

Перед формулировкой теоремы об экспонен-
циальной устойчивости сформулируем следую-
щее утверждение.

У т в е р ж д е н и е  1. Существует такое ,
что для всех  справедливо неравенство

= , ξ ,ξ , τ , ξ , τ ∈ ,
= , ξ ,ξ τ ,ξ τ ∈ .
v

v

H

H

0 1 2

0 00 10 20

( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))
( ( ) ( ))

Z t t t t t
z

H

= ,A( ) ( )d Z t Z t
dt

= .(0)Z z

, ξv 0( ( ) ( )t t
ξ , τ , ξ , τ ∈1 2( ) ( ))t t H

v( )t
ξ ∈ , +∞1

0( ) ((0 )t C ξ , τ ∈ , +∞ , ,1( ) ((0 ) )k t C H

=
τ ∈ μ∪

2

1

supp k
k

d

∈ , +∞ , A( ) ([0 ) ( ))Z t C D
+∈Rt

!

( ), ≤!Re 0x x ∈ !( )x D

A H

A( )D

A

= A( ) tS t e
H

= ,( ) ( )Z t S t z > ,0t
∈ A( )z D

+∞ +∞

=

 
= − τ ξ , τ μ τ + τ ξ , τ μ τ . 

 
 
 

H

2

2 2
1 1 2 2

0 0

|| ( ) ||

2 || ( )|| ( ) || ( )|| ( )H H

d S t z
dt

t d t d

γ > 0
> 0p



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 500  2021

КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ 65

(13)

Приведем результат об экспоненциальной
устойчивости полугруппы , в предполо-
жении, что H – сепарабельное вещественное
гильбертово пространство.

Т е о р е м а  3. Пусть  – решение задачи
(10), (11) при  и выполнены условия (4). Тогда
справедливо неравенство

(14)

для любого  При этом  ωβ =

=

где  определяется неравенством (13), λ0 =

= , 

5. КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ
Рассмотрим задачу Коши для неоднородного

уравнения

(15)

(16)

Будем предполагать, что вектор-функция 
имеет вид , f1(t) = f(t) – (M1(t)A +
+  где , k = 1, 2, определяются фор-

мулами (7), вектор имеет вид , 0, 0).
Т е о р е м а  4. Пусть выполнены условия (4) и

следующие условия:

1) вектор-функция  и
векторы   или

2) вектор-функция  функ-

ции  k = 1, 2, векторы 

Тогда задача (15), (16) имеет единственное
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где , , u(t) – классическое
решение задачи (1), (2) и справедлива следующая
оценка:

(17)

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции f
и векторов ϕ0, ϕ1.

Если выполнены условия теоремы и H – сепара-
бельное вещественное гильбертово пространство,
то для решения , где

, ,  – классическое ре-
шение задачи (1), (2), справедлива следующая оценка:

(18)

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции f
и векторов ϕ0, ϕ1, и постоянной ω, определенной в
формулировке теоремы 3.
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CORRECT SOLVABILITY AND EXPONENTIAL STABILITY FOR SOLUTIONS
OF VOLTERRA INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

N. A. Rautiana

a Lomonosov Moscow State University, Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, 
Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS V.A. Sadovnichii

The work is devoted to the study of abstract integro-differential equations, which are operator models of the
viscoelasticity theory problems. The sums of decreasing exponents or sums of Rabotnov functions with pos-
itive coefficients can be considered in particular as the kernels of integral operators, which are widely used in
the theory of viscoelasticity. The method of converging of the initial problem for a model integro-differential
equation with operator coefficients in Hilbert space to the Cauchy problem for a first-order differential equa-
tion is given. Exponential stability of solutions is establishedunder known assumptions for kernels of integral
operators. The correct solvability of the initial problem for the Volterra integro-differential equation with the
corresponding solution estimates are established on the basis of the obtained results.

Keywords: Volterra integro-differential equations, linear differential equations in Hilbert spaces, exponential
stability
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