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Решается проблема описания свободных от квадратов многочленов  с периодическим разложе-
нием  в функциональную непрерывную дробь в , где k – числовое поле, при условии, что
степень фундаментальной S-единицы соответствующего гиперэллиптического поля  не
превосходит 11.

Ключевые слова: гиперэллиптическое поле, S-единицы, непрерывные дроби, периодичность, точки
конечного порядка
DOI: 10.31857/S2686954321050088

( )f x
( )f x (( ))k x

( )( ( ))k x f x

ВВЕДЕНИЕ

Пусть поле k характеристики 0, и  –
многочлен свободный от квадратов. В классиче-
ском случае функциональных непрерывных дро-
бей в , первые результаты по которому
были получены 200 лет назад Абелем и Чебыше-
вым (см. [1–4]), важным элементом исследова-
ния свойств периодичности является элемент ,
где многочлен f определяет гиперэллиптическое
поле . В отличие от классического
случая, в случае непрерывных дробей в  на-
личие в поле L периодических элементов не га-
рантирует периодичности разложения элемента

. В цикле работ по исследованию и нахожде-
нию элементов f с периодическим  было по-
казано, что периодичность  – редкое явление,
которое, впрочем, требует наличия нетривиаль-
ных S-единиц в соответствующем гиперэллипти-
ческом поле  для множества нормирований S,
индуцированного линейным многочленом .

∈( ) [ ]f x k x

/((1 ))k x
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= ( )( ( ))L k x f x
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В работе [5] были найдены все такие многочле-
ны f степени 3 с рациональными коэффициента-
ми, рассматриваемые с точностью до естествен-
ной эквивалентности. В работах [6, 7] эти иссле-
дования были обобщены на числовые поля
констант, и была полностью решена проблема
периодичности  для квадратичных и числовых
полей степени 3 над , а также была доказана
теорема конечности для расширений  степени
≤6. В работе [8] аналогичный результат был полу-
чен для случая многочленов  степени 4 над ,
что завершило описание периодических  в эл-
липтическом случае над полем рациональных чи-
сел. Аргументы и подходы работ [5–8] существен-
но опирались на параметризацию пар: эллипти-
ческая кривая и точка с заданным порядком
кручения (см. [9, 10]).

В случае многочленов f степени 5 и выше по-
добные параметризации неизвестны, и описание
периодических  требует иных подходов. В ра-
боте [5] для гиперэллиптических полей, содержа-
щих S-единицы малых степеней, с помощью мето-
да, основанного на решении норменного уравне-
ния, были получены рекуррентные соотношения на
коэффициенты решения норменного уравнения.
С помощью этих соотношений были найдены но-
вые примеры  с периодическим разложе-
нием  для произвольной степени  f, причем в
случае deg f = 3 построенные примеры исчерпы-
вали множество таких f. Однако даже уже в слу-
чае, когда многочлен имеет степень 3, для полей,

f
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содержащих фундаментальные S-единицы нечет-
ной степени начиная с 9, указанный выше метод
становится вычислительно сложным.

В работе [11] был предложен новый эффектив-
ный метод для решения норменного уравнения,
основанный на применении базисов Грёбнера.
В [11] над произвольным полем k была показана
конечность многочленов нечетной степени, от-
личной от 11, таких, что элемент  периодичен,
а соответствующее гиперэллиптическое поле

 содержит S-единицу степени 11. Кроме
того, было доказано, что в случае  не суще-
ствует многочленов нечетной степени отличной
от 9 и 11 с указанными свойствами. В дальнейшем
данный подход получил свое развитие в работе
[14], где с помощью последовательных вычислений
результантов и без использования параметризаций
удалось получить альтернативное доказательство
теоремы об описании кубических многочленов f
над  с периодическим разложением  в непре-
рывную дробь, а также были сделаны продвижения
в обобщении полученных результатов на случай
произвольных числовых полей.

В настоящей работе мы, развивая методы ра-
боты [11], решаем вышеописанную проблему для
произвольной степени многочлена f, накладывая
ограничение только лишь на степень фундамен-
тальной S-единицы соответствующего гиперэл-
липтического поля. Отметим, что в [12] показано,
что существование фундаментальной S-единицы
является необходимым условием для наличия пе-
риодических элементов в поле . В настоящей
работе нами доказано, что если ограничить кон-
стантой 11 степень соответствующей фундамен-
тальной S-единицы, то для почти всех d не суще-
ствует многочлена f степени d над произвольным
числовым полем  с периодическим разложени-
ем  в непрерывную дробь в . Более того,
нами явно приведены все многочлены f с перио-
дическим  с указанным ограничением на сте-
пень соответствующей S-единицы. Оказывается,
что с точностью до эквивалентности такой много-
член либо единственен для каждой пары d и фикси-
рованной степени фундаментальной S-единицы
соответствующего гиперэллиптического поля, либо
это бесконечная серия cxd + 1, .

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Для неприводимого над k многочлена h опре-

делим дискретное нормирование  (элемента

поля ) равенством , где взаимно

простые многочлены p, q не делятся на ; беско-
нечное нормирование, в свою очередь, опреде-
лим равенством

f
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Далее считаем, что degh = 1, и без ограничения
общности положим . Пусть нормирование

 поля  имеет два продолжения  и  на по-
ле . Поскольку в случае 
для  бесконечное нормирование имеет одно
продолжение, положим . Группа S-це-
лых элементов поля  называется группой S-еди-
ниц. Если существует хотя бы одна нетривиаль-
ная S-единица (т.е. отличная от константы поля k),
то в описанном нами случае группа S-единиц яв-
ляется прямым произведением  и бесконечной
циклической группы. Образующие этой цикли-
ческой группы называются фундаментальными
S-единицами. Для S-единицы ,

, выполнено , ,
для некоторого целого m, называемого степенью
S-единицы. Для фундаментальной S-единицы с
положительной степенью m существует k-точка
кручения порядка m в якобиане соответствующей
гиперэллиптической кривой.

Будем говорить, что элементы поля L разлага-
ются в формальные степенные ряды , где

, если существует вложение L в поле фор-
мальных степенных рядов . Подробные све-
дения о разложении в ряд Лорана, функциональ-
ных непрерывных дробях и их связи с S-единица-
ми содержатся в работе [3].

Под периодичностью разложения в непрерывную
дробь мы понимаем периодичность последователь-
ности полных частных. Периодичность разложения

 в непрерывную дробь равносильна периодич-

ности , где  – автоморфизм по-
ля k постоянный на , а также периодичности

 для некоторых . Поэтому мы
будем рассматривать многочлены с точностью до
эквивалентности, определяемой преобразования-
ми, указанными выше. Отношение эквивалентно-
сти зависит от поля k, и в зависимости от контек-
ста мы будем рассматривать его или над , или
над полем определения многочлена f. Мы будем
называть полем определения многочлена f мини-
мальное поле , содержащее все его коэф-
фициенты.

Т е о р е м а  1. Зафиксируем натуральное число
. Для каждого нечетного d, , с точ-

ностью до эквивалентности существует не более
одного бесквадратного многочлена ,  = d,
для которого выполнены следующие условия:

∞
 ν = − 
 

deg deg .p q p
q

=h x
νx ( )k x +νx

−νx
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(i) разложение в непрерывную дробь в  эле-
мента  периодично;

(ii) гиперэллиптическое поле  со-
держит фундаментальную S-единицу степени U
для .

Все такие многочлены приводятся ниже.

В случае  такой многочлен единстве-

нен и равен . Многочленов с  или
 нечетной степени, удовлетворяющих

условиям (i) и (ii), не существует.
Отметим, что если условия (i) и (ii) выполнены

над , то они выполнены и над полем определения
многочлена f. А множество таких многочленов для

 над любым полем , , образу-

ет семейство , .

Перечислим все многочлены , обладающие
периодическим разложением  в непрерыв-
ную дробь, в условиях теоремы 2:

Q(( ))x
f

= Q( )( )L x f

+
∞= ν , ν{ }xS

=deg f U

+ 1Ux =deg 1f
>deg f U

Q
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Выше  обозначает порождающий соответствую-
щее числовое поле элемент из табл. 1. В силу гро-
моздкости коэффициентов многочленов  f5, 11, ,
мы не приводим их в настоящей статье, и намере-
ны их опубликовать в планируемой полной вер-
сии изложения.

ПЕРИОДИЧЕСКИЙ КОРЕНЬ
Далее мы приводим результаты о существова-

нии фундаментальных S-единиц и критерии пе-
риодичности  из статей [13, 12].

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть многочлен f свобо-
ден от квадратов, , а степень фунда-
ментальной S-единицы равна . Тогда для подходя-
щих , , , вы-
полнено соотношение , где если  –
четно, то , а в противном случае ,

. Более того, указанный  является мини-
мально возможным, при котором выполняется это
соотношение.

Уравнение из предложения 1 будем называть
обобщенным норменным уравнением, а если

, то просто норменным.
Т е о р е м а  2. Пусть многочлен f свободен от

квадратов, а . Элемент  периоди-
чен тогда и только тогда, когда некоторого ,
существует решение , ,

, уравнения

(1)
и решение для наименьшего такого m удовлетворя-
ет условиям:

Вообще говоря, теорема 2 дает критерий ква-
зипериодичности , но в работе [12] было дока-
зано, что квазипериодичность  равносильна
периодичности.

НЕТРИВИАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ
Зафиксируем , deg f и degd1, тогда степени

всех многочленов определяются из теоремы 2.
Определим коэффициенты  из следую-
щих равенств:

= − + −

− + − + − + +

9 8 7
9,11

6 5 4 3 2

4782969 531441 177147
65536 8192 4096

6561 3645 243 63 2 1.
256 256 32 16
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x x x x x x

z
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(2)

О п р е д е л е н и е  1. Пусть заданы .
Будем называть набор , где

, , , , ,
, а произведение 

свободно от квадратов, н е т р и в и а л ь н ы м
р е ш е н и е м  о б о б щ е н н о г о  н о р м е н н о -
г о  у р а в н е н и я  над k, если выполнено соотно-
шение (1).

Мы будем писать н е т р и в и а л ь н о е  р е -
ш е н и е  н о р м е н н о г о  у р а в н е н и я , если

. Мы будем писать просто  н е т р и в и а л ь -
н о е  р е ш е н и е, если из контекста ясно, что
речь идет о нетривиальном решении норменного
или обобщенного норменного уравнения.

Введем отношение эквивалентности на нетри-
виальных решениях, продолжающее и сохраняю-
щие отношение эквивалентности на многочленах
f из [11].

О п р е д е л е н и е  2. Будем называть преобра-
зованием нетривиального решения обобщенного
норменного уравнения над полем k  д о п у с -
т и м ы м п р е о б р а з о в а н и е м , если для

μ = ; μ = ;

= ; = .

 

 

1 2

1 2

i t
i t

i t
j l

j l
j l

a x b x

d h x d f x

, ∈Ng m
μ ,μ , , ,1 2 1 2( )d d b

∈ \{0}b k μ ,μ , , ∈1 2 1 2 [ ]d d k x ≠1 0d ≠2 0d ≠0 0a
+ = +1 2deg deg 2 1d d g = 1 2f d d

=1 1d

некоторого  оно переводит набор
 в один из следующих наборов:

• 

• ,

• ,

• ,

или преобразование, полученные путем последо-
вательного применения вышеперечисленных
преобразований. Мы определили группу

. Будем называть
нетривиальные решения э к в и в а л е н т н ы м и
над k, если существует допустимое преобразова-
ние над k переводящее одно в другое.

О п р е д е л е н и е  3. Нетривиальное решение
норменного уравнения (1) является также реше-
нием полиномиальной системы с переменными

. Назовем такую систему с и с т е м о й
о б о б щ е н н о г о  н о р м е н н о г о  у р а в н е -
н и я.

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть заданы m > 0,
 = 2g + 1 и . Тогда решение системы

обобщенного норменного уравнения соответ-
ствует периодическому  тогда и только тогда, ко-

γ ∈ \{0}k
Ω = μ ,μ , , ,1 2 1 2( )d d b

,γΓ Ω = μ γ ,μ γ , γ , γ , γ1 1 2 1 2( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ),mx x d x d x b

,γΓ Ω = γμ , γμ , , , γ2
2 1 2 1 2( ) ( )d d b

,γΓ Ω = γμ ,μ , , γ , γ2 2
3 1 2 1 2( ) ( )d d b

,γΓ Ω = μ ,μ , γ , γ , γ4 1 2 1 2( ) ( )d d b

,γ ,γ ,γ ,γΓ = Γ Ω Γ Ω Γ Ω Γ Ω1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( )k

, , ,i t j la b h f

deg f 2degd

f

Таблица 1. 

Примечание. Для указанных d и U приведены , поле k и , где  неприводимый над  многочлен, задающий
поле алгебраических чисел , которое является полем определения многочлена  с периодическим разложе-

нием  в непрерывную дробь.

D = deg f
Степень

S-единицы U Поле k Многочлен 

3 5 –

3 7

3 8 –

3 9 , 

3 10 –

3 11 , 

5 7 –

5 9 , 

5 11 , 

7 9 –

7 11 , 

9 11 –

, ( )d UF t

Q

Q( 21) −2 21t

Q

Q( )z , =3 9( ) 0F z − + −3 2 1 1
2 12

t t t

Q

Q( )z , =3 11( ) 0F z − − + − +5 4 3 2 354 3 21
3

t t t t t

Q

Q( )z , =5 9( ) 0F z − −3 27 51t t

Q( )z , =5 11( ) 0F z − − − + + + +7 6 5 4 3 253 133 195 1000 1165 955t t t t t t t

Q

Q( )z , =7 11( ) 0F z − − − −4 3 22 81 303 321t t t t

Q

,d UF ,d Uf , ∈( ) [ ]d UF t tQ Q

,= [ ]/( )d Uk t FQ ,d Uf

,d Uf
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гда  и , ,
, .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно видеть, что
если обнуляется свободный коэффициент любо-
го из многочленов , то нетривиальное
решение (1) не является решением с минималь-
ным m. Оставшиеся требования напрямую следу-
ют из теоремы 2.

Для многочлена h через  обозначим стар-
ший ненулевой коэффициент. Напомним лемму,
доказанную ранее в статье [14].

Л е м м а  1. Пусть  — наименьшее такое
число, что существует нетривиальное решение
обобщенного норменного уравнения над k, тогда для
данного m:

1) существует нетривиальное решение над k с
 и  или ;

2) существует нетривиальное решение над k с
 и  или ;

3) при условии  существует не-
тривиальное решение над  с .

Л е м м а  2. Пусть  – один из коэффициентов
, не совпадающий с , b0, и

пусть не существует нетривиального решения над
 с условиями , λ = 0, то-

гда над полем  не существует нетривиальных ре-
шений с условием λ = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть нетривиальное
решение с  существует. Тогда в силу того, что
группа  сохраняет нулевые коэффициенты, и
того, что по предложению 2 получаем ,

, , по лемме 1 с помощью преоб-
разования группы  можно получить нетривиаль-
ное решение над  с условиями  =
= b0 = 1, λ = 0. Противоречие.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим критерий
периодичности  из теоремы 2, в частности,
рассмотрим неравенства на  и degd2,

. Легко видеть, что для реше-
ния (1) с наименьшим  выполнено одно из двух:
или  и  – нечетное число, или 
и . Первый случай соответствует фунда-
ментальной S-единице нечетной степени ,
а второй – фундаментальной S-единице степени

. Из критерия также нетрудно вывести, что
для  периодичность  возможна лишь
в случае S-единицы нечетной степени  и

= 2mod 2 deg mod 2m d , , ,0 0 0 0h f b a − /2( deg ) 2m db

1degdh − ∈
1deg deg \{0}f df k

, ,μ ,μ1 2 1 2d d

lc( )h

∈Nm

= = = μ0 0 11 lc( )h f =1 0f =1 1f

= = = μ0 0 21 lc( )h f =1 0f =1 1f

, , , ∈ \{0}i t j lb b f h k
k = = = = 1i t j lb b f h

λ
μ ,μ , ,1 2 1 2d d − /,

2 2deg ( deg ) 2d m df b

k − /= = =
2 2deg ( deg ) 2 0 1d m df b b

k

λ = 0
Γk

≠
2deg 0df

− / ≠
2( deg ) 2 0m db ≠0 0b

Γk

k − /=
2 2deg ( deg ) 2d m df b

f
, degm f

= −1 2deg deg degd f d
m

=1deg 0d m >1deg 0d
>2deg 0d

=U m

= 2U m
= degm f f

=U m

. По теореме 2 случаи  – degd2

или  не дают периодического . Отку-
да видно, что нам заведомо не подходят случаи

, а также случаи . Сле-
довательно, нам достаточно рассмотреть случаи

. Причем выполнено 
и  или  и , ,

. Откуда, в случае фундаментальной S-еди-
ницы чётной степени нам достаточно рассмот-
реть только случай degf = 3, который для произ-
вольной чётности U был рассмотрен в работе [7].
Случай ,  разобран для произ-
вольной степени f в [5]. Таким образом, чтобы за-
вершить доказательство теоремы 1, нам остается
рассмотреть три случая:  и

, deg f = 5, 7.

Доказательство каждого из этих случаев состо-
ит из несколько частей. Сначала мы доказываем,
что при вырожденных условиях на коэффициен-
ты многочленов уравнения (1) нет искомых мно-
гочленов. Далее мы рассматриваем только невы-
рожденные случаи, что позволяет провести пре-
образования системы из введенной нами группы
преобразований, которые облегчают вычисли-
тельную процедуру. Наконец, мы строим базис
Грёбнера преобразованной системы, и проводим
вычисление всех требуемых нам решений.

По теореме 2 и лемме 1 во всех интересующих
нас случаях можно считать, что , .
Чтобы провести вышеуказанные преобразова-
ния, нам необходимо убедиться, что не существу-
ет решений системы (1) с , где f1 и другие ко-
эффициенты определяются из (2). По предложе-
нию 2 мы можем положить  = b0 = 1.
Подставим их в систему норменного уравнения, а
также подставим . Базис Грёбнера системы
норменного уравнения с подставленными пара-
метрам состоит из единицы, а значит решений с

 не существует, что
по лемме 2 позволяет считать .

Дальнейшую процедуру подробно опишем
только для случая  и степени соответ-
ствующей -единицы равной . Остальные слу-
чаи рассматриваются по аналогичной схеме, и
полное их изложение выходит за рамки объема
настоящей статьи.

По теореме 2 в этом случае периодичность 
влечет . Воспользуемся тем,
что  и леммой 1, и подставим в систему нор-
менного уравнения . В результа-

= +1mf cx < 2degm f

< 2degm d f

= >2deg degd f m < degm f

= , , ,deg 3 5 7 9f < ≤deg 5f m
= 2U m < ≤deg 11f m =U m = +2 1m l

∈Nl

= +deg 2m f =U m

= = , =9 deg 5U m f
= = 11U m

=2d f = =1 0 1d h

=1 0f

− /=
2 2deg ( deg ) 2d m df b

=1 0f

− /= = = , =
2 2deg ( deg ) 2 0 11 0d m df b b f

≠1 0f

=deg 5f
S 9

f
μ ≤ μ =1 2deg( ) deg( ) 2

≠1 0f
= , = , =2 0 11 1 1b f f



50

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 500  2021

ПЛАТОНОВ и др.

те подстановки получим систему из 9 уравнений и
9 неизвестных:

Мы можем упростить систему, выразив явно
переменные и подставив в систему их выражения:

В силу того, что , сократим множитель b0

в уравнении  +

+  –  = 0. После пре-
образования получается система из трех уравне-
ний от переменных :

Условия, приведенные выше, задают идеал, ба-
зис Грёбнера которого состоит из трех многочле-
нов:

− + =
− + + =

− − + + + =

2 2
0 0

2
0 1 0 0 1

2 2 2
0 2 1 0 2 0 1 1 0

0,

2 2 0,

2 2 2 0,

a b

a a b b b

b f a a a b b b b

+ − + + + =
+ + − + + + =

+ + + + + =

2 2
0 1 2 0 3 1 2 1 0 1

2 2 2
1 2 0 1 3 0 4 2 0 2 1

2 2
1 3 0 1 4 0 5 1 2 0 3

2 2 2 2 0,

2 2 2 1 0,

2 2 2 1 0,

b b f b f a a b b b

b f b b f b f a b f b

b f b b f b f b f b f

+ + + + =
+ + + =

+ =

2
1 4 0 1 5 1 3 0 4 2

2
1 5 1 4 0 5 3

1 5 4

2 2 2 0,

2 2 0,
2 0.

b f b b f b f b f f

b f b f b f f
b f f

= −0 0,a b

= − −1 0 1
1 ,
2

a b b

= − + − −2 0 2 0 1
1 1 1 1,
2 8 2

a b f b b

= −4 1 52 ,f b f

= −2
3 1 0 5(3 2 ) ,f b b f

= − −3
2 1 0 1 52(2 3 ) .f b b b f

≠0 0b

− −3 4 2
0 1 5 1 5 0 1 5

1(16 32 24
8

b b f b f b b f

2
0 1 572b b f + − +2

0 5 0 1 016 2 8)b f b b b

, ,5 1 0f b b

− − + −

− + − + =

− − − − +

+ − + − −
− − − − − −

− + −

3 4 2 2
0 1 5 1 5 0 1 5 0 1 5

2
0 5 0 1

3 2 2 2 3 2
1 0 1 0 5 1 0 1 0 5

3 2
1 0 1 0 1 5 1 0 0 1 5

2 3 2 3
0 1 5 1 0 1 1 5 1 0 1 0 5

2
0 0 1

2 4 3 9
1 12 1 0,
8 4

1(2 2 ) (2 3 )
4

(2 3 ) 2(3 2 )

2 2(2 3 ) 2(2 3 )
1 1 1

64 8 4

b b f b f b b f b b f

b f b b

b b b b f b b b b f

b b b b b f b b b b f

b b f b b b b f b b b b f

b b b b + + =

− − + − +
+ − − + =

2
1 0 1

2 2 2 2
1 0 1 5 0 1 5 1 0 0 5

2 3
0 5 1 0 1 1 5

1 0,
4

(2 2 ) 4 2(3 2 )

4(2 3 ) 1 0.

b b

b b b f b b f b b b f

b f b b b b f

Опишем последний этап для всех случаев в ви-
де некоторого алгоритма.

1. Берем последний многочлен P в найденном
базисе Грёбнера для соответствующего лексико-
графического порядка. Он является многочленом
над  от одной переменной и в данном случае ра-
вен

2. Берем последовательно каждый неприводи-
мый множитель многочлена , и возьмем его ко-
рень α в соответствующем расширении .

3. Подставляем α в остальные многочлены из
базиса Грёбнера и последовательно находим все
значения неизвестных. В нашем случае оказыва-
ется, что все они лежат в поле, полученном при-
соединением к  исходного корня α.

Среди найденных решений системы обобщен-
ного норменного уравнения отбрасываем те, ко-
торые не соответствуют предложению 2. Во всех
случаях оказывалось, что мы с точностью до эк-
вивалентности находим лишь один многочлен.

В табл. 1 и ниже приведены многочлены  и
, корнем которого является , преобразо-

ванные с целью приведения коэффициентов к
более аккуратному виду.
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ON THE PERIODICITY PROBLEM FOR THE CONTINUED FRACTION 
EXPANSION OF ELEMENTS OF HYPERELLIPTIC FIELDS 

WITH FUNDAMENTAL S-UNIT DEGREE LESS OR EQUAL TO 11
Academician of the RAS V. P. Platonova,b, M. M. Petrunina, and Yu. N. Shteinikova

a Scientific Research Institute for System Analysis, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
b Steklov Mathematical Institute, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

We solve the problem of describing square-free polynomials  with periodic expansion of 
into a functional continued fraction in , where k is a number field and the degree of the corresponding
fundamental -unit of hyperelliptic field  is less or equal to 11.

Keywords: hyperelliptic field, S-units, continued fractions, periodicity, torsion points
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