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Трещиноватые среды являются важным объектом для исследования, так как в них скапливается
нефть, практический интерес представляют трещины гидроразрыва пласта. Исследование таких не-
однородностей с помощью методов математического моделирования позволяет рассмотреть раз-
личные постановки задач с трещинами различной формы, размеров и другими характеристиками.
Модель трещины Шонберга позволяет учесть характеристики флюида внутри трещины, что явля-
ется крайне важным при проведении геологоразведочных работ. В работе разработан алгоритм рас-
чета параметров среды на границе трещины, заданной моделью Шонберга, с использованием се-
точно-характеристического метода. Приводятся результаты применения разработанного алгоритма
к решению задачи сейсмического мониторинга трещины гидроразрыва пласта, где наполняющий
трещину флюид является необходимой частью для наблюдения.
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ВВЕДЕНИЕ

Трещиноватые среды – важная часть геологи-
ческих структур для исследования. Трещины яв-
ляются зонами скопления нефти и газа, что пред-
ставляет особый интерес для геологического со-
общества [1, 2]. Однако трещины различаются по
форме, размеру, характеристикам содержащегося
внутри флюида и другим параметрам, поэтому
достаточно сложно разработать одну универсаль-
ную модель для описания всех типов трещин [3].

Одной из наиболее распространенных моде-
лей трещин является модель бесконечно тонкой
трещины (БТТ) [4]. Такая модель подходит для
описания трещин, заполненных газом, что рав-
нозначно использованию контактного условия
свободной границы на границах трещины. С точ-

ки зрения построения расчетной области с таки-
ми трещинами, модель БТТ не требует дополни-
тельных преобразований расчетной сетки, что яв-
ляется большим преимуществом данной модели.
Однако модель БТТ не способна корректно опи-
сывать трещины, заполненные различным типом
флюида (с различными параметрами плотности,
скоростью распространения звука), что ограни-
чивает область прикладных задач для решения.
Для учета характеристик флюида внутри трещи-
ны существует модель трещины Шонберга [5], в
которой трещина определяется через так называ-
емые параметры раскрытости трещины.

В данной работе был разработан подход к мо-
делированию трещиноватых геологических сред
для двумерных и трехмерных постановок задач
сеточно-характеристическим методом [6] с ис-
пользованием модели трещины Шонберга. Про-
ведено моделирование распространения сейсми-
ческих волн от точечного источника в геологиче-
ской среде с трещиной с нулевыми параметрами
раскрытости, в результате которого волна должна
полностью отражаться от трещины, что и достиг-
нуто с применением разработанного алгоритма.
Было проведено моделирование для задачи сей-
смического мониторинга трещины гидроразрыва
пласта с использованием разработанного алго-
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ритма трещины Шонберга и трещины БТТ, кото-
рые продемонстрировали качественное совпаде-
ние результатов, но расхождение в количествен-
ном соотношении.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Для моделирования геологической среды, в

работе использовалась система уравнений для
описания поведения сейсмических волн в линей-
но-упругих средах [7]:

(1)

(2)

где u – скорость распространения сейсмических
волн, ρ – плотность среды, σ – тензор напряже-
ний Коши, t – время, λ и μ – параметры Ляме,
определяющие свойства упругого материала, I –
единичный тензор.

Cистему (1)–(2) можно привести к виду

(3)

где вектор q состоит из шести компонент тензора
напряжений и трех компонент скорости; матри-
цы Ax, Ay, Az составлены из коэффициентов систе-
мы (1), (2).

После применения метода расщепления по
пространственным координатам получаем три
одномерные системы уравнений:

(4)

Рассмотрим систему (4), например, для коор-
динаты x:

(5)

Система (5) – гиперболическая, поэтому ее
можно представить в виде
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где Ωx – матрица из собственных векторов матри-
цы Ax, Λx – диагональная матрица с собственны-
ми значениями на диагонали. Собственные зна-
чения матриц Ax, Ay, Az равны {–cp, cp, –cs, cs, –cs,
cs, 0, 0, 0}, где cp и cs – продольная и поперечная
скорости звука, соответственно, которые можно
вычислить по формулам:

(7)

После замены переменных ω = , система
(6) принимает вид

(8)

Система уравнений (8) решалась с помощью
сеточно-характеристического метода на основе
схемы Лакса–Вендроффа [8, 9]:

(9)

На границе трещины дополнительно были
введены условия, описывающие модель трещины
Шонберга:
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Рис. 1. Распределение компоненты тензора напряжений σxx для модели трещины Шонберга с нулевыми параметрами
раскрытости для t = 1 с.
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Условия (10)–(12) обозначают равенство нор-
мальных компонент тензора напряжений на гра-
нице трещины, условия (13)–(15) – способ вы-
числения данных компонент. Индексы l и r озна-
чают смежные ячейки слева и справа от трещины
соответственно. Параметры KT, KN – так называе-
мые параметры раскрытости трещины, характе-
ризующие трещину. Их можно вычислить анали-
тически (с помощью параметров Ляме, плотности
и ширины трещины) или с помощью лаборатор-
ных экспериментов [10].

Таким образом, после решения уравнений
(13)–(15), неизвестными остаются значения трех
компонент скорости (Vx, Vy, Vz) и трех компонент

тензора напряжений (σyy, σzz, σyz). Для их нахож-
дения на границе трещины совместно решалась
система уравнений (8)–(12).

ОТРАЖЕНИЕ СФЕРИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ
ОТ ТРЕЩИНЫ С НУЛЕВЫМИ 

ПАРАМЕТРАМИ РАСКРЫТОСТИ
Для проверки разработанного алгоритма был

проведен расчет отражения волны, исходящей от
сферического источника, от трещины с нулевы-
ми параметрами раскрытости, что соответствует
случаю полного отражения волны от трещины.
Трехмерная модель состояла из однородной сре-
ды с трещиной в плоскости YZ. Результирующий

Рис. 2. Распределение тензора напряжений для модели трещины БТТ (1) и модели трещины Шонберга: (2) а – трещи-
на БТТ, б – трещина Шонберга, в – значения компоненты тензора напряжении σxx, кг/(м с2) для t = 0.065 с.
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отклик от трещины (волновое поле распределе-
ния компоненты тензора напряжений σxx) пока-
зан на рис. 1 после отражения от трещины, на-
блюдается полное отражение волны от трещины,
что соответствует постановке задачи.

МОДЕЛИРОВАНИЕ ОТКЛИКА
ОТ ТРЕЩИНЫ ГИДРОРАЗРЫВА ПЛАСТА

Была решена прямая задача получения сей-
смического отклика от трещины гидроразрыва
пласта. Данная искусственно созданная трещина
часто применяется в реальных сейсмических ра-
ботах для увеличения притока флюида в скважи-
ну [11, 12]. Наблюдение за состоянием трещины
осуществляется с помощью приемников сигнала,
расположенных перед трещиной.

Параметры геологической среды с трещиной
были следующими: плотность – 2500 кг/м3, про-
дольная скорость звука – 5000 м/с, поперечная
скорость звука – 3000 м/с. Трещина была распо-
ложена на расстоянии 300 м от источника, моде-
лирующего подземные сейсмы (естественные ко-
лебания, возникающие в толще геологической
среды). Высота трещины составляла 30 м, шири-
на – 30 см. Расчетная область составляла 1200 ×
× 1200 м. Параметры флюида, наполняющего тре-
щину, были следующими: плотность – 830 кг/м3,
продольная скорость звука – 1290 м/с, попереч-
ная скорость звука – 1290 м/с. В соответствии с
данными характеристиками трещины [10], пара-
метры KN и KT были равны 4.6 × 109 .

На рис. 2а и 2б представлены аномальные вол-
новые отклики от трещины для модели трещины
Шонберга и для модели трещины БТТ. Каче-
ственно результаты совпадают, однако количе-
ственно значения модуля скорости оказываются
больше для откликов от трещины по модели LSM
(рис. 2в), что существенно при наблюдении тре-
щины и контроля наполняющего ее флюида.

ВЫВОДЫ
В работе представлен подход к моделирова-

нию трещиноватых геологических сред для дву-
мерных и трехмерных постановок задач сеточно-
характеристическим методом с использованием
модели трещины Шонберга. Описан алгоритм
расчета точек на границе трещины. Проведено
моделирование распространения сейсмических
волн от сферического источника в геологической
среде с трещиной с нулевыми параметрами рас-
крытости. Результаты показали полное отраже-
ние волны от трещины, что соответствует постанов-
ке задачи. Также была решена задача сейсмическо-
го мониторинга для моделирования трещины
гидроразрыва пласта с использованием разрабо-
танного алгоритма по модели трещины Шонбер-

га и модели трещины БТТ. Результаты продемон-
стрировали качественное совпадение, но расхож-
дение в количественном соотношении.
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MATHEMATICAL MODELING OF 3D DYNAMIC PROCESSES NEAR A 
FRACTURE USING THE FRACTURE MODEL OF SCHOENBERG

Corresponding Member of the RAS I. B. Petrova,b, P. V. Stogniia, and N. I. Khokhlova,b

aMoscow Institute of Physics and Technology (National Research University),
Dolgoprudnyi, Moscow oblast, Russian Federation
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The fractured media are very important objects for investigation because they accumulate oil, the hydraulic
fracturing is of great practical interest. The exploration of such heterogeneities with the help of methods of
mathematical modelling allows to examine different problem formulations with fractures of different forms,
sizes and other characteristics. The fracture model of Schoenberg allows to take into account the character-
istics of f luid inside the fracture, which is very important while conducting the seismic geological surveys. In
this work, we developed the algorithm for computing the medium parameters on the border of a fracture, de-
scribed by the model of Schoenberg, using the grid-characteristic method. We present the results of applica-
tion of the developed algorithm to the solution of the problem of seismic monitoring of the hydraulic fracture,
where the fracture filling f luid is a necessary part of investigation.

Keywords: fracture models, seismology, grid-characteristic method, hydraulic fracturing
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