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1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

История развития гиперболической теории и
основные ее достижения подробно описаны в об-
зоре [1] и монографиях [2, 3]. Одним из аспектов
этой теории является вопрос об отыскании кон-
кретных примеров гиперболических динамиче-
ских систем и связанный с ним вопрос о способах
проверки условий гиперболичности. Общепри-
нятым инструментом указанной проверки счита-
ется известный критерий конусов [1–3]. Однако к
настоящему времени разработан и альтернатив-
ный способ обнаружения гиперболического пове-
дения, суть которого состоит в следующем [4, 5].

Пусть M – гладкое риманово многообразие,
 – непустое компактное подмножество,

инвариантное относительно диффеоморфизма f,
т.е.  Как и в случае критерия конусов,
для проверки факта гиперболичности множества
A мы предполагаем существование некоторого
стартового разложения касательного простран-
ства   в прямую сумму подпространств

   j = 1, 2. Однако вме-
сто связанных с подпространствами  
полей конусов в нашем случае строятся непо-

⊂A M

( ) = .f A A

,xT M ∈x A
( )1 ,E x ( )2 ,E x ( ) >dim 0,jE x

( )1 ,E x ( )2E x

средственно сами неустойчивое и устойчивое
распределения   фигурирующие в гипербо-
лическом разложении

Как оказывается, искомые подпространства  
могут быть представлены в параметрической
форме

(1)

(2)

где  и  – векторные парамет-

ры на  и  соответственно, а линейные опера-
торы  
ограниченные по  в равномерной оператор-
ной топологии, подлежат определению. Далее,
опираясь на факт Df-инвариантности подпро-
странств (1), (2), для отыскания a(x), b(x) прихо-
дим к некоторым нелинейным функциональным
уравнениям, к которым, в свою очередь, при опре-
деленных дополнительных ограничениях удается
применить принцип сжимающих отображений.
В результате устанавливаем существование под-
пространств ,  при  и получаем для них
явные параметрические представления (1), (2).
После этого, опираясь на указанные представле-
ния, отдельно проверяем факты экспоненциаль-

u,xE s,xE
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ного стремления к нулю при  векторов
 и  , при  и 

соответственно.
Опишем теперь интересующий нас класс диф-

феоморфизмов. Для этого обозначим через  =
=  тор

(3)

Иными словами,  где p – так называе-
мая естественная проекция. Если отождествить
точки тора (3) с точками фундаментальной обла-
сти

то для p получаем явную формулу

(4)

Далее, рассмотрим отображение 
имеющее вид

(5)

Здесь  – невырожденная квадратная матрица раз-
мера 2 × 2 с целочисленными элементами, спектр
которой не пересекается с единичной окружно-
стью, а вектор-функция  принадлежит классу

 Предполагаем также, что она является
2π-периодической по  т.е. 
для любого  Что же касается элемента Λϕ +
+  из  то он задается по правилу:

где  – проекция (4), а через  обозна-

чен произвольный прообраз точки  (по-
скольку разность любых двух таких прообразов
есть величина вида  где  то приведенная
формула не зависит от конкретного выбора

). И наконец, предполагаем, что (5) – диф-
феоморфизм тора (3), т.е.

(6)

Определим затем понятие гиперболичности
применительно к рассматриваемому отображению
(5). Для этого нам потребуется линейный оператор

 (дифференциал), задающийся
равенством   а так-
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же операторы    опреде-
ляющиеся соотношениями

где , 
О п р е д е л е н и е (У). Будем говорить, что

диффеоморфизм (5) г и п е р б о л и ч е с к и й  или
является д и ф ф е о м о р ф и з м о м А н о с о в а,
если для каждого  пространство 
допускает представление в виде прямой суммы

 одномерных линейных подпро-

странств   и выполняются следующие тре-
бования:

а) для  имеем   =

=  (это свойство называется инвариантностью);
б) существуют такие постоянные 

 что

(здесь ||⋅|| – произвольно фиксированная норма
в ).

Данное определение представляет собой клас-
сическое определение Д.В. Аносова из [6]. Следу-
ет также напомнить, что в работе [6] гиперболи-
ческие диффеоморфизмы назывались У-диффео-
морфизмами или У-системами. Именно по этой
причине мы пометили определение гиперболич-
ности буквой У.

Для описания достаточных условий гипербо-
личности, которые будут использоваться в дан-
ной статье, обозначим через ,  и , 
собственные значения матрицы , а через e1 и e2 –
отвечающие им собственные векторы. Кроме
этого, рассмотрим векторы  удовлетво-
ряющие соотношениям

(7)
где Λ* – сопряженная матрица, (⋅, ⋅) – евклидово
скалярное произведение в   – символ Кро-
некера. Далее, положим

(8)
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(9)

(10)

Имеет место следующая
Т е о р е м а 1. При выполнении неравенств

(11)

диффеоморфизм (5) обладает свойством гипербо-
личности.

Доказательство теоремы 1, содержащееся в [4],
базируется на описанном выше альтернативном
подходе к проверке гиперболичности. А именно,
в формулах (1), (2) (в которых теперь  заме-
нено на ), мы полагаем  j = 1, 2,
где  j = 1, 2, а  – векторы из
(7). Один из вариантов достаточных условий ги-
перболичности, которые удается получить на
этом пути, имеет вид (11). Именно он и взят за ос-
нову при анализе рассматриваемого ниже класса
диффеоморфизмов тора 

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ
Обратимся сначала к известному линейному

отображению “кот Арнольда”, которое в коорди-
натах x, y из (3) имеет вид

(12)

Далее, введем в рассмотрение отображение

(13)

где   j = 1, 2, и
выполняются неравенства

(14)

Заметим, что условия (14) влекут справедливость
второго требования из (6), а значит, обеспечива-
ют взаимную однозначность отображения (13) на
торе  И наконец, следуя идеям работ [7, 8], рас-
смотрим суперпозицию диффеоморфизмов (12),
(13), т.е. отображение

(15)

Для формулировки достаточных условий ги-
перболичности диффеоморфизма (15) нам потре-
буются некоторые обозначения. А именно, поло-
жим
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(16)

(17)

(18)

(19)
Как оказывается, интересующие нас условия ги-
перболичности выписываются в терминах посто-
янных (16)–(19). А именно, справедливо следую-
щее утверждение, являющееся основным резуль-
татом данной статьи.

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены неравенства

(20)

Тогда отображение (15) представляет собой диф-
феоморфизм Аносова на торе 

Для доказательства заметим, что в случае отоб-
ражения (15) имеем

а векторы   из [7] задаются равенствами

(21)

В свою очередь, объединяя соотношения (21) с
формулами

где  приходим к выводу, что
в данной ситуации

(22)

(23)

(24)
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Опираясь на базовые соотношения (22)–(25),
убеждаемся в том, что здесь

а значит, условия (20) влекут выполнение требо-
ваний (11). Остается воспользоваться теоремой 1
и заключить, что в предположениях (20) интере-
сующий нас диффеоморфизм (15) действительно
является гиперболическим.

В качестве конкретного примера рассмотрим
отображение (15) с функциями

(26)

Фигурирующие в (26) ограничения на параметры
 гарантируют выполнение в данном случае

условий (14). Что же касается требований (20), то
они эквивалентны оценкам

Заметим еще, что эти условия заведомо справед-
ливы, например, в случае, когда  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Обсудим сначала вопрос о возможных обоб-
щениях полученных нами результатов. Ясно, что
при построении класса отображений (15) вместо
диффеоморфизма (12) можно взять произволь-
ный линейный гиперболический автоморфизм
тора  Каждому такому автоморфизму будет со-
ответствовать своя версия теоремы 2. Кроме того,
даже в первоначальном случае (12), (13) условия
указанной теоремы можно несколько ослабить,
если для проверки гиперболичности воспользо-
ваться усиленным вариантом теоремы 1.

Для получения более слабых, чем (11) доста-
точных условий гиперболичности, сначала в фор-
мулах (8)–(10) переопределим величины  
А именно, положим

(27)

Кроме того, введем еще две постоянные

(28)

Из результатов статьи [5] вытекает следующая
Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия
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(29)

где постоянные  задаются прежними равен-
ствами (10), а  – величины (27), (28).
Тогда диффеоморфизм (5) является гиперболическим.

Обратим внимание, что в силу очевидной
оценки

условия (29) действительно слабее ограничений
(11). Однако с использованием теоремы 3 для
отображения (15) в общем случае выходят более
громоздкие, чем (20) достаточные условия гипер-
боличности. Именно по этой причине мы изна-
чально остановили свой выбор на теореме 1.

В заключение проиллюстрируем применимость
теоремы 3 на конкретном примере, заимствован-
ном из работ [7, 8]. Как и в указанных статьях, рас-
смотрим диффеоморфизм (15) с функциями

(30)

где  – так называемая функция Мебиуса.
Данная функция является 2π-периодической по z
и на отрезке  задается формулой

где 

Что же касается точек   то в них она
доопределяется по непрерывности.

Несложный подсчет показывает, что в нашем
случае

а значит,

( )α ϕ ≠ ∀ϕ ∈ α < α <
β β γ γ < − α − α
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Далее, принимая во внимание приведенные фор-
мулы, убеждаемся в том, что в рассматриваемой
ситуации условия (29) эквивалентны требованию

Вопрос же о гиперболичности отображения (15),
(30) при  остается открытым.
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ON SOME MODIFICATIONS OF ARNOLD’S CAT MAP
S. D. Glyzina and A. Yu. Kolesova

a P.G. Demidov Yaroslavl State University, Yaroslavl, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

An effective method is proposed for constructing specific examples of Anosov diffeomorphisms on the torus

 which are different from linear hyperbolic automorphisms. A special class of diffeomorphisms is intro-
duced, which are superpositions of the well-known linear Arnold’s cat map with some diffeomorphisms ho-
motopic to the identity. Sufficient hyperbolicity conditions that are constructively verified are established for
this class of mappings.

Keywords: Arnold’s cat map, hyperbolicity, torus, Anosov diffeomorphism
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