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В работе построены три новых периодических ультрадискретных преобразования плоскости. Ранее
были известны два таких преобразования.
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В работе [1] были построены два периодиче-
ских преобразования плоскости 

периоды которых имеют длины 7 и 8 соответ-
ственно.

Процедура ультрадискретизации была введена
в работах [2–4]. Ее смысл мы объясним на приме-
ре преобразования . Для этого построим после-
довательность  с помощью рекур-
рентного соотношения

Она однозначно определяется коэффициентами
α, β и любыми двумя соседними элементами за ис-
ключением случаев, когда среди элементов после-
довательности встречается нуль. Поэтому удобно
считать начальные значения ,  и
коэффициенты α, β формальными переменны-
ми. В этом случае элементы последовательности

 – рациональные функции от переменных
. Пусть

R
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где  – целые числа, а Q(n) и R(n) – полино-
мы, которые не делятся на переменную  Из ре-
куррентного соотношения для  следует, что

или

Последовательность  однозначно определя-
ется начальными значениями   = 0.
Построим на плоскости последовательность то-
чек

Она определяется начальной точкой 
и рекуррентным соотношением

Именно так в рассматриваемом случае выглядит
процедура ультрадискретизации последователь-
ности рациональных функций  и строится со-
ответствующее ей преобразование плоскости 

По аналогии с вышесказанным, рекуррент-
ным соотношениям

,

,
после ультрадискретизации, сопоставляются сле-
дующие преобразования плоскости:
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 с  ,

 с  ,

 с  .
Т е о р е м а  1. Преобразования плоскости

 – периодические с длинами периодов
7, 8, 5, 9, 12 соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для  определим
последовательность  на плоскости с
помощью рекуррентного соотношения

и начального значения

Легко проверить, что она периодическая с перио-
дом

длины 7. При этом

суть прямолинейные полуинтервалы. Для k = 0, 1,
 они не пересекаются и их объединение –

выпуклый семиугольник с вершинами

Преобразование  отображает этот семиуголь-
ник на себя и при этом каждая его сторона пере-
ходит в некоторую другую. Отсюда следует, для
любой начальной точки  на семиугольнике по-
следовательность точек, определяемая рекур-
рентным соотношением  – периоди-
ческая с длиной периода 7. Так как для любого

 последовательность  удовлетворяет
рекуррентному соотношению для , и точка
(0, 0) лежит внутри пятиугольника, то утвержде-
ние теоремы для преобразования  справедливо
при любом выборе начальной точки.

Доказательство теоремы в остальных случаях
проходит по той же схеме как для  Поэтому мы
ограничимся выписыванием периодов.

Для преобразования :

с длиной периода 8.
Для преобразования :

с длиной периода 5.
Для преобразования :
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с длиной периода 9.
Для преобразования :

с длиной периода 12.
Более громоздкие по сравнению с предложен-

ным в настоящей работе доказательства перио-
дичности  и  приведены в работе [5].

Отметим также, что последовательности 
 и  интегрируемы в том смысле, что ве-

личины

являются инвариантами, не зависящими от  (см.
[6–8] соответственно).
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PERIODIC ULTRADISCRETE PLANE TRANSFORMATIONS
Corresponding Member of the RAS V. A. Bykovskiia

aInstitute of Applied Mathematics, Khabarovsk Division, Far Easern Branch of the Russian Academy of Sciences,
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In this paper we construct three new periodic ultradiscrete plane transformations. Two such transformations
were previously known.
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