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1. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть F – произвольное ограниченное множе-
ство на плоскости, . Определим следующую
величину:

Другими словами, среди всех покрытий мно-
жества F некоторыми  множествами  мы
хотим выбрать покрытия, состоящие из множеств
как можно меньшего диаметра.

Заметим, что величина  не изменится, ес-
ли потребовать, чтобы все множества покрытия
были выпуклыми и замкнутыми. Это следует из
того, что диаметр замыкания выпуклой оболочки
произвольного множества F совпадает с диамет-
ром F.

Заметим, что для произвольного F последова-
тельность  является невозрастающей, по-
скольку в классе всех покрытий n + 1 множества-
ми существует подкласс, для которого ,
совпадающий с классом всех покрытий  множе-
ствами.

Определим величину , где супре-
мум берется по всем множествам F единичного
диаметра на плоскости. Из сделанного выше за-
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мечания ясно, что последовательность dn не воз-
растает.

Исследование величин dn глубоко мотивиро-
вано классической проблемой Борсука о разбие-
нии множеств на части меньшего диаметра (см.
[1–4]). В разные годы Х. Ленц (см. [5]), М. Дем-
биньски и М. Лассак (см. [6]), В. Филимонов (см.
[7]), Д. Белов и Н. Александров (см. [8]), В. Ко-
валь (см. [9]) оценивали величину dn для различ-
ных значений . Нам удалось существенно уси-
лить многие из предшествующих результатов.
Новые результаты мы приведем в разделе 2, а ни-
же дадим еще несколько определений, важных
для формулировок и их доказательств.

О п р е д е л е н и е  1. Множество  назы-
вается у н и в е р с а л ь н о й  п о к р ы ш к о й, ес-
ли любое плоское множество  единичного диа-
метра может быть полностью накрыто  (т.е. на
плоскости существует множество , конгруэнт-
ное , такое что ).

В 1920 г. Й. Пал доказал [10], что правильный

шестиугольник со стороной  является универ-

сальной покрышкой. Введем для него обозначе-
ние . Приведем еще одно определение.

О п р е д е л е н и е  2. Система множеств S =
=  называется у н и в е р с а л ь н о й  п о -
к р ы в а ю щ е й  с и с т е м о й, если любое плос-
кое множество F единичного диаметра может быть
полностью накрыто одним из множеств . Здесь

 – некоторый (возможно, бесконечный) набор
индексов.

Рассмотрим произвольное множество F еди-
ничного диаметра. Накроем его множеством  и

n

Ω ⊂ 2
R

F
Ω

Ω0

Ω ⊂ Ω0F

1
3

Ω6

α α∈Ω{ } I

αΩ
I

Ω6

УДК 517

МАТЕМАТИКА

1 Московский физико-технический институт 
(национальный исследовательский университет), 
Долгопрудный, Московская обл., Россия
*E-mail: tolmachev.ad@phystech.edu
**E-mail: dmitry.protasov@gmail.com



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 499  2021

О ПОКРЫТИИ ПЛОСКИХ МНОЖЕСТВ 45

проведем все шесть прямых, которые перпенди-
кулярны отрезкам, соединяющим центр шести-
угольника со всеми его вершинами, и отстоят от

центра на расстояние . Эти прямые отсекают от

 шесть треугольников. Очевидно, для каждой
пары треугольников, содержащих противопо-
ложные вершины, хотя бы один из них не содер-
жит внутренних точек F (поскольку расстояние
между этими треугольниками равно единице).
Назовем такой треугольник отсеченным. Далее
покрышку с тремя подряд такими отсеченными
уголками обозначим , а покрышку с тремя от-
сеченными через один уголками обозначим .
Несложно видеть, что  – универсальная
покрывающая система.

Заметим, что правильный шестиугольник со

стороной  (т.е. покрышка ) с двумя отсечен-

ными указанным выше способом уголками при
вершинах, идущих через одну, тоже является уни-
версальной покрышкой, потому что им можно
накрыть и , и . Обозначим такую универ-
сальную покрышку .

Кроме того, будем рассматривать величину

где  – произвольное ограниченное множество
на плоскости, . Другими словами,  –
инфимум по всем таким x, что  можно правиль-
но покрасить в  цветов, если  считать за величину
запрещенного расстояния. Таким образом, величи-
на  мотивирована классической проблемой
Нелсона–Хадвигера о раскраске плоскости (см.
[11–17]).

Далее определим величину , где
супремум берется по всем множествам F единично-
го диаметра на плоскости. Ясно, что последователь-
ность  невозрастающая. Более того,  при
всех натуральных  как следствие известной
оценки  для хроматического числа плос-
кости (см. [11]).

В следующем разделе мы приведем формули-
ровки новых результатов и их сопоставление с ра-
нее известными, а также вкратце обсудим идеи
доказательств.

2. УЛУЧШЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
2.1. Формулировки

Приведем таблицу улучшенных результатов для
элементов последовательности  при 
(табл. 1). В столбце “комментарий” указано, на
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сколько процентов уменьшился “зазор” между
верхней и нижней оценкой в результате предло-
женных в данной работе улучшений. В последнем
столбце указан список фигур, рассматриваемых в
качестве универсальной покрывающей системы
для доказательства оценки сверху.

На рис. 1 изображены все покрывающие мно-
жества, используемые для получения верхних оце-
нок. Разбиения для доказательства верхних оценок
приведены в [18]. В доказательствах нижних оце-
нок величин ,  и  в качестве множества диа-
метра 1 был рассмотрен круг единичного диаметра.

Все константы приведены с четырьмя верны-
ми знаками после запятой. Кроме улучшений,

показанных в таблице, доказаны оценки  и

2.2. Идеи доказательств

Для доказательства того, что , где  – не-
которое фиксированное число, рассмотрим неко-
торую универсальную покрывающую систему  и
разобьем каждое из множеств, входящих в нее, на
n частей, диаметр каждой из которых не превос-
ходит . В табл. 1 в столбце “используемая УПС”
приведена универсальная покрывающая система,
используемая в доказательстве указанной верх-
ней оценки величины dn для соответствующего
значения .

Разбиения элементов универсальной покры-
вающей системы на n частей диаметра ρ для всех
улучшенных оценок мы не будем подробно опи-
сывать в данной работе, однако рассмотрим одно
из наиболее красивых разбиений, которое значи-
тельно улучшает верхнюю оценку величины .

Положим  и будем дока-

зывать, что . Рассмотрим универсальную
покрывающую систему S, состоящую из одного
множества – универсальной покрышки .

На рис. 2 правильный шестиугольник  со

стороной  соответствует покрышке . Окруж-

ность  вписана в этот шестиугольник. Отрезок
AO пересекает окружность  в точке N, а перпен-
дикуляр к прямой AO, проходящий через точку N,
пересекает отрезки AB и AF в точках  и  соот-
ветственно. Аналогично получим точки , ...,
F1, F2. Можно показать, что двенадцатиугольник

 является правильным. Тогда разо-
бьем исходный шестиугольник на 6 равных четы-
рехугольников , , …, . Рас-
смотрим один из этих четырехугольников и пока-
жем, как его разбить на три части диаметра в
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точности, , откуда будет следовать, что исход-
ный шестиугольник можно разбить на 18 частей
диаметра . Без ограничения общности будем
рассматривать четырехугольник , кото-
рый является вписанным, так как  и

. Пусть  – описанная около
 окружность, а  – центр . Можно пока-

ρ

ρ
2 2OD DE

∠ = °2 2 60E OD
∠ = °2 2 120E DD γ

2 2OD DE S γ

зать, что радиус окружности  равен в точности

. Окружность радиуса  с центром в точ-

ке  пересекает отрезки  и  вточках U и V
соответственно. Тогда четырехугольник 
разбивается на два четырехугольника ,

 и один пятиугольник , диаметр

γ

−ρ = 2 3
3

ρ

1D 2OE 2OD

2 2OD DE
OUSV

1 2USD E 1 2DD SVD

Таблица 1. Полученные результаты

n
Новая оценка 

снизу
Старая оценка 

снизу
Старая оценка 

сверху
Новая оценка 

сверху
Коммен-

тарий Используемая УПС 

1 – 1.0000 1.0000 – точная –
2 – 1.0000 1.0000 – точная –
3 – 0.8660 0.8660 – точная –
4 – 0.7071 0.7071 – точная –
5 – 0.5877 0.6020 0.5953 47%  
6 – 0.5051 0.5344 – – –
7 – 0.5000 0.5000 – точная –
8 – 0.4338 0.4456 – – –
9 – 0.3826 0.4047 – – –

10 0.3667 0.3420 0.4012 – 41% –
11 0.34201) 0.3333 0.3970 0.3942 19%

12 – 0.3333 0.3660 – – –
13 – 0.3333 0.3660 0.3550 33%

14 – 0.3090 0.3324 – – –
15 – 0.2928 0.3324 0.3226 24%

16 – 0.2817 0.3324 0.3191 26%

17 – 0.2701 0.3324 0.3010 48%

18 – 0.2588 0.3324 0.29892) 46%

19 – 0.2500 0.2857 – – –
20 – 0.2500 0.2857 – – –
21 – 0.2393 0.2857 0.2723 29%

22 – 0.2323 0.2857 0.2650 39%

23 – 0.2225 0.2857 0.2650 33%

24 – 0.2167 0.2849 0.2610 35%

25 – 0.2079 0.2776 0.2610 24%

26 – 0.2030 0.2709 0.2610 15%

27 – 0.2000 0.2646 0.2610 5%

28 – 0.2000 0.2587 0.2500 15%

29 – 0.1950 0.2531 0.2500 5%

30 – 0.1939 0.2479 – – –
1) Точное значение полученной нижней оценки для d11 равно sin(π/9).

2) Точное значение полученной верхней оценки для d18 равно .
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каждого из которых равен . На рис. 2 длины отрез-
ков, выделенных жирным пунктиром, равны . Тем
самым показано, что шестиугольник 
можно разбить на 18 частей, диаметр каждой из ко-
торых равен . На рис. 2 выделены части данного
разбиения.

ρ
ρ

ABCDEF

ρ

Выше мы показали, как получается верхняя
оценка на примере оценки величины d18. Также
важно отметить, что эта оценка – единственная, ко-
торую удалось точно выразить в радикалах среди
всех полученных в данном исследовании оценок.
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