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Пусть . Рассмотрим следующее се-
мейство графов:

т.е. вершины графа – это всевозможные r-эле-
ментные подмножества , а ребрами
мы соединяем пары множеств, пересекающихся
ровно по s элементам. Эти графы называются гра-
фами Джонсона и играют важную роль в задачах
теории кодирования (см. [1]), теории Рамсея (см.
[2–4]), комбинаторной геометрии (см. [5–11]),
теории гиперграфов (см. [12–19).

Напомним, что независимое множество вер-
шин графа – это любое такое множество его вер-
шин, в котором нет ни одного его ребра, а число
независимости графа G – это величина , рав-
ная мощности любого из максимальных по числу
вершин независимых множеств в G. Классиче-
ская проблематика теории графов, восходящая к
Турану, состоит в отыскании величины , рав-
ной минимальному количеству ребер графа G,
попадающих внутрь его множества вершин мощ-
ности l. Конечно, если , то . По-
этому интересны лишь случаи .
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Классическая теорема Турана утверждает, что
на множестве всех графов следующая оценка не-
улучшаема:

(1)

В частности, если  – последовательность гра-
фов с растущими к бесконечности числами вер-
шин, а ,  и , то

(2)

Однако для графов  картина меняется,
и именно она интересует нас в этой работе. Во-
первых, в серии статей первого автора (см. [6])
подробно исследованы графы , для
которых, среди прочего, доказано, что в обозна-
чениях и условиях оценки (2)

(3)

Иными словами, нижняя оценка в (3) втрое боль-
ше оценки (2), которая неулучшаема в общем слу-
чае.

Для произвольных графов  оценок ра-
нее не было. Однако это дистанционные графы,
т.е. их вершины можно считать точками в  (это
n-мерные векторы с r единицами и n – r нулями),
а ребра тогда – это пары точек на расстоянии

. Для графов такого типа в работе [20] дока-
зана следующая оценка. Пусть условия те же, что в
неравенстве (2), и, более того, . Тогда
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(4)

Таким образом, оценка (4) вдвое сильнее
оценки (2).

Прежде всего мы докажем следующую не-
сложную теорему.

Т е о р е м а  1. Пусть даны числа r, s. Пусть
. Пусть . Тогда

Чтобы сравнить теорему 1 с оценками (1)–(4),
надо напомнить, как ведут себя числа независи-
мости графов . В работе [21] доказана

Т е о р е м а  2. Пусть даны числа r, s. Тогда
1. Если , то при достаточно больших n

2. Если  и  – степень простого чис-
ла, то

3. Для любых  существуют  и , с
которыми

Из теоремы 2 сразу следует, что новая теорема 1
дает лучшую из ранее известных верхних оценок
для случая параметров n, 3, 1 – оценку (3). Более
того, при  получаем, что порядок новой

верхней оценки из теоремы 1 совпадает с поряд-
ком классических нижних оценок, ведь у них в
знаменателе стоит число независимости, которое
в данном режиме имеет порядок ns. И только при

 имеется серьезный зазор по порядку.
Особенно любопытно выглядит случай с s = 0.
Это случай так называемых кнезеровских графов
(см. [2]). Получается, что в его рамках новая верх-
няя оценка из теоремы 1 тривиальна, ибо асимп-

тотически равна , а это асимптотика числа ре-
бер полного графа на l вершинах! Как ни странно,
это не свидетельство слабости новой оценки.
Имеет место

Т е о р е м а  3. Пусть . Пусть l >
> . Тогда

Видно, что если l сильно больше числа независи-
мости, т.е. , то оценка в теореме 3 асимпто-

тически равна . Действительно, разность 

имеет порядок .

Есть, наконец, интересный режим, в котором
теорема 3 не работает. Это режим, когда .
В таком случае оценка теоремы 3 становится от-
рицательной. Здесь удается доказать следующую
теорему.

Т е о р е м а  4. Пусть . Пусть l >
> . Тогда

Например, если , то все клас-
сические оценки принимают значение 1. Однако
здесь мы имеем значительное усиление. В самом
деле, если , то первая величина из двух
под знаком максимума имеет порядок не ниже nr.
При больших β уже вторая величина имеет поря-
док, как минимум, . Можно и аккуратнее оце-
нить, но суть ясна и так.

В следующем разделе мы приведем схемы до-
казательств теорем 1, 3, 4.

СХЕМЫ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ
1. Схема доказательства теоремы 1

Рассмотрим множество всех индуцированных
подграфов графа , имеющих l вершин.
Для каждого графа H из этого множества и каждо-
го ребра графа  рассмотрим индикатор
вхождения этого ребра в H. Просуммируем инди-
каторы по всем ребрам и по всем графам двумя
способами. С одной стороны, получится произ-
ведение числа ребер и числа графов, содержащих
данное ребро:
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С другой стороны, получится сумма по H чисел
ребер в H. Таким образом, минимальное число
ребер не меньше, чем

Теорема доказана.

2. Схема доказательства теоремы 3

Пусть W – некоторое множество вершин гра-
фа , имеющее мощность . Тогда для лю-
бой вершины  имеем

Суммирование по всем вершинам завершает до-
казательство.

3. Схема доказательства теоремы 4

Пусть H – подграф графа , имеющий 
вершин. Пусть  – максимальная мощность неза-
висимого множества вершин в H. Очевидно,

. Пусть B – любое независи-
мое множество вершин H мощности . С одной
стороны, имеет место рассуждение, которое вос-
ходит к Турану и дает оценку (1) с заменой  на .
Именно она и стоит первой под знаком максиму-
ма. С другой стороны, как и в начале турановско-
го рассуждения, отметим, что каждая вершина H,
не принадлежащая , отправляет хотя бы одно
ребро в B. Если на этом остановиться, то получит-
ся оценка , которая намного слабее туранов-
ской, ибо входит лишь как одно из слагаемых в
турановское неравенство. Однако вид второй ве-
личины под знаком максимума в теореме 4 под-
сказывает, что можно значимо усилить утвержде-
ние о хотя бы одном ребре, идущем в B. Действи-
тельно, покажем, что таких ребер не меньше, чем

. Пусть , а  – ее гарантированный
сосед из B. Пусть  и . Разумеется, ,
ведь  – независимое множество. Получается,
что r-элементные подмножества  множества
[n], отвечающие вершинам , не пересекаются
(вершины образуют ребро), а -элементное под-
множество T, отвечающее z, пересекает и  и .
Таких множеств T не больше, чем . Следова-
тельно, не более  вершин из B не соединены с
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, откуда число вершин в B, являющихся соседками
с , не меньше . Теорема доказана.
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New estimates of the number of edges in subgraphs of Johnson’s graph are obtained.
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