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Телесный наблюдатель f, отслеживающий двигающегося по заданной траектории  объекта t со
скоростным поражающим устройством, вынужден скрываться за выпуклые фрагменты окружаю-
щей среды. Предлагается способ построения траектории  наблюдателя, обеспечивающей воз-
можность следить за движением объекта на возможно бóльшей части траектории . В предположе-
нии ухода наблюдателя в укрытие по  на постоянной максимальной скорости, объект t выбирает
оптимальный скоростной режим движения на своей траектории.
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1. В заданном коридоре , граница которо-
го гомеоморфна сфере, движется объект t со ско-
ростным поражающим мини-объектом m. В 
имеется множество G, , являющееся
замыканием открытого множества, препятствую-
щее видимости и движению. Наблюдатель f, не-
дружественный по отношению к объекту t, опаса-
ясь мини-объекта, располагается вблизи выпук-
лых фрагментов границы  множества G. Такой
фрагмент, далее обозначаемый через S, должен
обеспечить возможность наблюдателю укрыться
от m. Скорость  мини-объекта m существенно
превосходит скорости  наблюдателя и объек-
та, при этом , где  – минимальная ско-
рость объекта.

Пусть объект t, двигающийся по своей траек-
тории , проходя точку , обнаружил
наблюдателя , демаскировавшего себя.
Учитывая возможность немедленного запуска
мини-объекта, наблюдатель занимает исходное
для движения положение f0, имея точку  в зоне
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видимости и рассчитывая уйти в укрытие за время
, где . Одновременно с пере-

мещением из начального положения f0 в укрытие
наблюдатель продолжает по мере возможности
следить за движением объекта t. В предлагаемой
модели объект и мини-объект m изображаются
точками, а наблюдатель – шаром  радиуса

, в центре f которого расположено средство
наблюдения. Попадание мини-объекта в шар

 означает гибель наблюдателя.

Траектория объекта – это кривая 
(маршрут) в совокупности со скоростным режи-
мом  движения объекта по ней. Требуется выяс-
нить возможности наблюдателя следить за объек-
том в безопасном для себя режиме, а объекта –
уклониться от наблюдения на участке траектории
от момента  прохождения объектом точки 
до момента  полного укрытия наблюдателя.

В данной работе предлагается траектория 
наблюдателя, позволяющая ему следить за дви-
жением объекта  на максимально длинном, на-
чинающимся в точке  участке траектории .
Кроме того, указывается оптимальная для объек-
та t тактика выбора скорости  на временном
участке .
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Задачам движения объектов в среде с препят-
ствиями посвящена, например, работа [1], см.
также [2, 3].

2. Фрагмент S – связная открытая на  вы-
пуклая поверхность: в каждой ее точке существу-
ет опорная к S плоскость, относительно которой
S расположена по одну сторону. Наблюдатель f
выбирает фрагмент S и свое начальное положе-
ние f0 так, чтобы:

1) расстояние  было достаточно боль-
шим для обеспечения наблюдателю возможности
укрыться от мини-объекта, стартовавшего из точ-
ки ;

2) ;

3) существовал шар , удовлетворяющий
включению

(1)

где

есть конус с вершиной , натянутый на S, а
 – выпуклая оболочка объединения

;
4) время  на процесс перехода наблюдателя в

положение , было бы не
больше, чем , где , далее предполага-
ется, что  – ближайшая к  из точек, удовлетво-
ряющих включению (1);

5) существует плоскость Q, содержащая точку
, опорная к S в некоторой точке , при этом

S и точка , ближайшая к s, расположены по
разные стороны от Q.

Объект t движется через точку  в сторону точ-
ки . Траектория движения центра шара 
при переходе из положения  в положение

 обозначается через . Естественно пред-
положить, что   и наблюда-
тель движется по  с постоянной максимальной
скоростью . Ради простоты будем предпола-
гать, что поверхность S строго выпукла, т.е. не со-
держит прямолинейных отрезков. Нам понадо-
бится лишь часть поверхности S, расположенная
между Q и параллельной ей плоскостью , содер-
жащей точку , и все построения будут произво-
диться “выше” плоскости . Пусть

где  – граница конуса . Определим кониче-
скую поверхность , kτ = {b + λ(b – fτ):

∂G

( )ρ 0,t S

0t

{ }− ∈ ∈ > εinf  || ||:  ,  x y x S y Y

ε( )V f

( ) ( )ε ⊂ ∪0 0co( , )\conv ,V f t S t S

( ) ( ){ }= + λ − ∈ λ ≥0 0 0co , :  ,   0t S t x t x S

0t
∪0conv( )t S

∪0t S
τ

( ) ( )ε ε τ ≤ τ ≤ τ:  : 0V f V f
v/ m5 τ =f f

f 0f

0t ∈s S
∈sy Y

0t
sy ( )ε τV f

( )ε 0V f
( )ε τV f f7

( )τρ = ε,f S ( )≤ τ ≤ τ0
f7

v f

Q
f

Q

( )
ττ τ τ τ τ∈ = = = ∩∂, o , ,c ,  f ff K K f S B S K7

τ∂K τK
τ τ⊂ ∂k K

 и множество  – это
множество точек, невидимых из точки .

Л е м м а  1. Отображения ,
 ∩ VR(s) непрерывны по Хаусдорфу, где R =

= .
3. Пусть  – часть поверхности ,

невидимая из точки , расположенная между
плоскостями . Определим на  систему коор-
динат  так, что ее ось – луч с началом в цен-
тре отрезка , содержащий точку s,
где Z – плоскость, натянутая на точки ;
“широта” h определяется положением плоскости

, , ; “долгота”
ϕ – величина угла, на который следует повернуть
вокруг оси плоскость Z до поглощения точки .

В простейшем случае, когда , справед-
ливо соотношение  , из которо-
го следует, что для близких к нулю τ начальная

часть траектории  содержится в  и, значит, не
видна наблюдателю , где  – внутренность
множества . От этого недостатка можно изба-
виться, изменив начальную часть траектории .
Если наблюдатель из начальной точки f0 пройдет
участок , , при малом δ, то весь
отрезок  и начальная часть траектории  ока-

жутся вне множества  и будут видны наблюда-
телю .

4. Поскольку  – ближайшая к f0 точка из ,
удовлетворяющая включению (1), то для любой
траектории

(2)

где  – время движения наблюдателя из  в
точку , множество

непусто. Время движения  наблюдателя на тра-
ектории  должно удовлетворять неравенству

(3)

где | | – длина траектории  – время движе-
ния мини-объекта m от  до множества W. Заметим,
что в момент времени  наблюдатель должен при-
быть в точку , иначе он будет уничтожен мини-
объектом. После занятия позиции  наблюда-
тель выключает излучающее устройство.
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Из условия (1) следует, что  содержит отре-
зок  и начальную часть траектории . Пусть

 – ближайшая к  точка из пересечения
. Далее через  будем обозначать участок

траектории объекта между точками  и .

Задача наблюдателя – поиск траектории ,
удовлетворяющей условиям (3)–(4), которая поз-
волит отслеживать движение объекта на возмож-
но бóльшей части траектории .

5. Вначале рассмотрим частный случай, когда
S является выпуклым конусом с вершиной s и,
значит, конус  является частью двугранного уг-
ла с гранями, касающимися боковой поверхности
конуса S. Введем отображение траектории  на
поверхность :

(4)

тогда , и обозначим

Наложим на  дополнительное условие:
(Е) Для любой точки  выполняется соот-

ношение .

При этом условии отображение (4) гомео-
морфно. Класс кривых, удовлетворяющих усло-
вию (Е), достаточно широк. В частности, он со-
держит прямолинейные траектории, не содержа-
щиеся в плоскости Z. Условие (Е) гарантирует
наблюдателю f видимость всей траектории  при
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движении по траектории . Но f хотел бы на-
блюдать движение объекта на максимально про-
тяженном участке. Далее через  обо-
значается часть траектории  между точками 
и .

Пусть , . Определим верхнюю
грань

(5)

где  – длина участка траектории  от  до t,

 – длина участка траектории  от  до f,
 – длина кратчайшей кривой на поверхно-

сти , соединяющей точки f и . Найдем точки

 и ,  (см. (4)), реализующие
верхнюю грань (5).

Поскольку , то . Искомую траек-

торию  составим из двух дуг:

первая является замыканием части траектории
 (см. рис. 1), ограниченной точками f0 и , т.е.

, вторая – кратчайшая кривая на
поверхности , соединяющая точки  и .

Двигаясь по траектории , наблюдатель ви-
дит всю траекторию  объекта. Переход наблю-
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Рис. 1. Оптимальная траектория наблюдателя. На рисунке плоскости , траектория , граница  конуса  и

поверхность  изображены сплошными линиями, поверхность S – штриховой, оптимальная траектория  – пунк-
тирной линиями.
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дателя  на дугу  и дальнейшее движе-
ние в сторону точки  влечет уменьшение широ-
ты h и возникновение невидимого наблюдателем

участка . При стремлении наблюдателя  f к
 множество  сходится к  в

метрике Хаусдорфа (см. лемму 1). По построению

множество  содержит траекторию . Поэтому

существует позиция  такая, что для
всех последующих позиций , дуга траек-
тории  от  до некоторой точки  содер-

жится в , т.е. лежит вне зоны видимости на-
блюдателя, и при этом  (при ).
Отсюда, в частности, следует, что часть траекто-
рии  от  до точки  не удовлетворяет
условию (Е) и, как уже отмечалось, , где z(f) –
обратное к (4) отображение.

Объект t, предполагая, что наблюдатель наме-
рен двигаться по приведенной выше траектории

 с постоянной максимальной скоростью, и
стремясь сократить длину траектории, пройден-
ной под наблюдением, будет придерживаться
следующей тактики движения.

В а р и а н т  1. Во временном промежутке 
объект движется с минимальной скоростью, пре-
одолев расстояние  под наблюдением. В мо-
мент τ* участок траектории  от  до точки  по-
падает в невидимую наблюдателем зону, в кото-
рой объект продолжает свое движение, учитывая,
что , и преодолевает расстояние 
вне зоны наблюдения.

В а р и а н т  2. Объект движется вместе с точ-
кой  на участке от  до  под наблюдением.

Для позиции  при  выполняется со-

отношение , поэтому объект в даль-
нейшем движется, включившись в множество

, и пройдет вне наблюдения участок длины
.

Установлены следующие утверждения.

Л е м м а  2. Пусть S – выпуклая коническая по-
верхность с вершиной ,  – ближайшая к  точка из
пересечения траектории объекта с ,  – часть
траектории объекта, ограниченная точками  и ;
точка  доставляет верхнюю грань (5) 
(см. (4));  – траектория наблюдателя, заданная
равенством (6).

Тогда
1) для любого  траектория  видна на-

блюдателю ;

2)  для любого ;
3) существует  такой, что для любого

 найдется точка , удовлетворяющая
условиям  при , и отрезок траектории

 от до  содержится в .
Т е о р е м а. Пусть выполняются условия леммы 2.

Тогда существуют  и скоростной режим
движения объекта по траектории  (см. варианты
1, 2), позволяющий пройти вне наблюдения концевой
участок траектории  длины

,

где  – длина траектории ,  – длина ее
участка от  до ,  – минимальная скорость
объекта .

6. В общем случае, когда S – выпуклая поверх-
ность, найдем

и определим траекторию

Находясь в любой позиции , наблюдатель

видит всю траекторию , так как .
Используя изложенный выше способ, построим
траекторию  (см. (6)). Движение по ней на мак-
симальной скорости гарантирует наблюдателю воз-
можность следить за движением объекта на участке
траектории  от  до точки  (при
оптимальном выборе объектом варианта тактики
движения).
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OPTIMAL TRAJECTORY OF AN OBSERVER TRACKING THE MOVEMENT
OF AN OBJECT WITH A STRIKING DEVICE

Academicain of the RAS V. I. Berdysheva

a Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics, Ural Branch of the Russian Academy of Sciences,
Yekaterinburg, Russian Federation

A tight observer f, tracking an object  with a high-speed striking device moving along a given trajectory , is
forced to hide behind convex fragments of the environment. A method is proposed for constructing the ob-
server’s trajectory , which makes it possible to follow the movement of the object on the largest possible
part of the trajectory . Under the assumption that the observer leaves for a shelter at a constant maximum
speed, the object t chooses the optimal speed mode of movement on its trajectory.

Keywords: moveing object, solid observer, trajectory
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