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Как известно более десятилетия, всякая самоподобная жорданова дуга γ, для которой существуют
подобия, сколь угодно близкие к тождественному отображению и сдвигающие эту дугу по самой се-
бе на малое расстояние, является отрезком прямой. В настоящей работе мы распространяем это
утверждение на класс самоаффинных дуг и доказываем, что всякая самоаффинная дуга, допускаю-
щая сколь угодно малые аффинные сдвиги, является отрезком параболы или прямой.
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Вопрос о строении самоподобных кривых иг-
рает важную роль во фрактальной геометрии и от-
ражен во многих работах, начиная с ее зарожде-
ния. Первыми примерами фрактальных кривых
были график функции Вейерштрасса (1861), кри-
вая Коха (1906), треугольник Серпинского (1914).
В 1938 г. П. Леви исследовал равносоставленные
самоподобные кривые, а в 1958 г. Де Рам описал
класс двузвенных самоаффинных кривых.

Важным шагом к пониманию структуры само-
подобных кривых было исследование В.В. Асее-
вым самоподобных ципперов [7] и описание
условия жордановости и ограниченности искрив-
ления их аттракторов.

В работе [8] была получена теорема жесткости
для жордановых самоподобных дуг. Она состоит в
том, что если жорданова дуга γ задана системой 
сжимающих подобий в , не удовлетворяющей
слабому условию отделимости, то γ является от-
резком прямой. Из нее вытекают теорема о ко-
нечной представимости самоподобных кривых
[9] и теорема о жесткости одномерных самопо-
добных структур [10].

Эти результаты справедливы для жордановых
дуг, порожденных системами сжимающих подо-
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бий. Открытым оставался вопрос о распростране-
нии этих теорем на класс самоаффинных дуг.

К. Бандтом и А. С. Кравченко [2] было доказа-
но, что всякая самоаффинная кривая класса глад-
кости  является поддугой параболы или отрез-
ком прямой.

Цель настоящей работы – доказать теорему
жесткости для самоаффинных дуг, устанавлива-
ющую условия, при которых жорданова дуга, по-
рожденная конечной или бесконечной системой
сжимающих аффинных отображений, является
отрезком параболы или прямой.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ 
РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть  – жорданова дуга. γ называется
с а м о п о д о б н о й  (соответственно с а м о а ф -
ф и н н о й ), если она является аттрактором ко-
нечной системы  сжимающих подо-
бий (соответственно, невырожденных аффинных
отображений) в .

Дугу  назовем л о к а л ь н о  с а м о а ф ф и н -
н о й , если для любой собственной поддуги 
существует невырожденное аффинное отображе-
ние , такое что .

А т т р а к т о р о м  системы  сжи-
мающих отображений полного метрического
пространства  в себя называется такое непустое
компактное множество , что K =
= .

Существование и единственность аттрактора
обеспечивается теоремой Хатчинсона [4].
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Для системы  и ее множества индексов
, ..., m} назовем слова  м у л ь -

т и и н д е к с а м и, а множество всех мультиин-

дексов обозначим через . Каждый
мультииндекс  задает отображение

: , а множества  на-
зываются к о п и я м и  ранга k аттрактора K.

Заметим, что всякая самоаффинная дуга явля-
ется локально самоаффинной; обратное неверно.

При исследовании размерности самоподоб-
ных множеств К. Бандт и З. Граф [1] рассматрива-
ли отображения соседства  пар копий  и .
Множество всех отображений соседства  =
=  называется а с с о ц и и -
р о в а н н ы м  с е м е й с т в о м  подобий системы .
Система  удовлетворяет слабому условию отде-
лимости (WSP) [6], если тождественное отобра-
жение Id не является предельной точкой семей-
ства .

Жордановы дуги  и  имеют п р а в и л ь н о е
п е р е с е ч е н и е, если  – дуга, один из
концов которой является концом дуги , а другой –
концом . Невырожденное аффинное отображе-
ние  пространства  мы назовем
а ф ф и н н ы м  с д в и г о м  жордановой дуги γ,
если γ и  имеют правильное пересечение,

, а g(x) не имеет неподвижных точек на γ.

Главный результат настоящей работы – это сле-
дующая теорема о жесткости самоаффинных дуг.

Т е о р е м а  1. Пусть локально самоаффинная
жорданова дуга  удовлетворяет одному из
следующих условий:

(i) Существует последовательность аффинных
сдвигов fk дуги γ, сходящаяся к тождественному
отображению Id;

(ii)  является аттрактором системы , ...
..., Sm} сжимающих аффинных отображений, не
удовлетворяющей слабому условию отделимости.

Тогда  – отрезок параболы или прямой.
Доказательству утверждения теоремы в случае

(i) посвящена большая часть сообщения. Основная
проблема состоит в том, чтобы показать, что дуга 
принадлежит классу . Для этого в разделе 2 мы
доказываем, что каждый аффинный сдвиг f дуги a
можно вложить в однопараметрическую подгруппу

 группы аффинных отображений .

Мы отмечаем, что орбиты точек  относи-
тельно группы Gf  являются кривыми класса глад-

кости . Это позволяет получить в разделе 3 по-
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следовательность поддуг  класса , равномер-
но сходящуюся к некоторой поддуге , и тем
доказать требуемую гладкость γ. В случае (ii) тре-
буется только доказать выполнение условия (i).

2. АФФИННЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ
И АССОЦИИРОВАННЫЕ С НИМИ 

ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

В этом разделе мы сопоставляем каждому аф-
финному сдвигу f однопараметрическую подгруппу

 и показываем, что траектории { f t(x), 

для почти всех точек  – кривые класса .

Зададим окрестность  тождественного отоб-
ражения Id в группе невырожденных аффинных
отображений  равенством

Пусть  – пространство всех аффинных отоб-
ражений плоскости , где ,

.

Л е м м а  1. Существует гомеоморфизм 
окрестности  тождественного отображения

в  на окрестность  нулевого отображения

в  такой, что для любого  отображение
g =  удовлетворяет условию:

для любого  решение  задачи Коши
 при  равно f(x).

Иными словами, отображение  та-
ково, что для любого  значение f(x) совпадает
со значением оператора эволюции

(1)

аффинной системы

(2)

при t = 1. Таким образом, мы вкладываем  в
однопараметрическую группу невырожденных
аффинных отображений , задавае-
мую уравнением (2).
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Следуя [3, 5], в качестве L мы берем главное
значение lnA матричного логарифма A, задавае-

мое рядом , а вектор β нахо-

дим из равенства . Интегрирова-

ние дает, что  или, в других обозна-
чениях, .

Поэтому  и β = .

Таким образом, отображения Ψ и Ψ–1 задаются
равенствами

(3)

(4)

Заметим, что при , , а  <

< 0.7. Это обеспечивает равномерную сходимость
рядов в выражениях (3) и (4) и показывает, что Ψ
гомеоморфно отображает множество U на неко-
торую окрестность  нуля в .

Л е м м а  2. Интегральные кривые Lf(x) =

=  системы (2) принадлежат классу
гладкости .

Напомним, как задаются эти кривые в зависи-
мости от выбора . Как известно, здесь воз-
можны три случая:

1. Оба собственных значения  матрицы 

отличны от 0. Тогда собственные значения 
матрицы A не равны 1. В этом случае уравнение (2)
имеет единственную стационарную точку x0 =

= , а

(5)
2. Матрица L вырождена и ее собственные зна-

чения равны  и 0. Если соответствующие
собственные векторы , а векторы b и x соот-
ветственно равны  и , то

(6)

3. Если , а , то матрица L по-
добна жордановой клетке с нулями на диагонали.

∞
+

=

−= − 1

1

( )( 1)
n

n

n

A EL
n

−= ⋅ β
1

0

L sLb e e ds

− β =( )Le E Lb
− β = ⋅( ) lnA E A b

∞

=
= β+ !

0 ( 1)
n

n

Lb
n

∞

=

−
− +

0

( )
( 1)

1

n

n

A En b
n

∞
+

=
∞

=

−= − ⋅ +

−+ −
+





1

1

0

( )( ) ( 1)

( )( 1) ,
1

n
n

n
n

n

n

A Eg y y
n

A E b
n

∞ ∞

= =
= + β

! + ! 
0 0

( ) .
( 1)

n n

n n

L Lf x x
n n

∈f 8 − < 1|| ||
2

E A <|| || ln2L

= Ψ9 ( )U R
2( )A

∈{ ( ); }tf x t R

∞C

∈g V

λ , λ1 2 L
λ λ,1 2e e

− −− β = −1 1( )L I A b

= − +0 0( ) ( ) .t Ltf x e x x x

λ ≠ 0
,1 2e e

+1 1 2 2b e b e +1 1 2 2x e x e
λ

λ
λ

 −= + + + − 
1 1 1 2 2 2

1( ) ( ) .
1

t
t t ef x x e b e x b t e

e

λ = λ =1 2 0 ≠ 0L

Пусть  – базис, в котором матрица L имеет

вид , и пусть  и .

Тогда

(7)

В случаях 2 и 3 система (2) либо не имеет стацио-
нарных точек, либо, если , имеет неподвиж-
ную прямую , параллельную
вектору e1.

В каждом из этих случаев если  не является
точкой покоя системы (2), то кривая  при-

надлежит классу гладкости .

3. АППРОКСИМАЦИЯ ДУГИ
 ГЛАДКИМИ КРИВЫМИ

Пусть  – последовательность аффинных
сдвигов жордановой дуги , сходящаяся к Id.
Пусть  – концы дуги . Не ограничивая общ-
ности, мы можем предполагать, что дуга  содер-
жится в круге  и что  для
любого .

Л е м м а  3. Для любого  можно выбрать
такие , что последовательность множеств

(8)

сходится к  в метрике Хаусдорфа .
Наметим идею доказательства леммы 3.
В силу компактности дуги  для любого  су-

ществует такое , что если  и  < δ, то
диаметр поддуги  меньше ε. Пусть σk, 0 =
= . Для всякого  существует такое
число Nk, что множество точек 
разбивает дугу γ на непересекающиеся поддуги

 с концами  при

 и поддугу  с

концами .
Существует такое N, что при  и ,

. Тогда диаметры поддуг 
меньше ε. Пусть nk – такой номер, что точка

. Тогда множество  содержит точ-
ки каждой из поддуг , поэтому  < ε.

Это показывает справедливость утверждения
леммы 3.

Покажем теперь, что дуга  принадлежит клас-
су гладкости .
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Пусть  – поддуга
интегральной кривой . Так как ,
дуга γ содержится в верхнем топологическом пре-
деле  последовательности множеств

.
Множества  являются отрезками интеграль-

ных кривых линейных динамических систем
= Lky + βk.

Так как , последовательность gk = 
сходится к 0. Воспользуемся тем, что кривые 
являются отрезками интегральных кривых урав-
нений  при любом выборе  и, вы-
брав подходящие множители , построим после-
довательность , отделенную от 0.

Для этого возьмем . По-
ложив , мы получим последовательность
линейных динамических систем в D, интегральные
кривые которых совпадают с интегральными кривы-
ми систем . При этом 
равен единице и, в силу выпуклости функции

, достигается на границе .
В силу теоремы Арцела, из последовательно-

сти  можно выделить подпоследовательность,
которая равномерно сходится к некоторой аф-
финной функции g0, которая отлична от нуля, по-
скольку  на D также равен 1.

Если  не является отрезком прямой, то
найдется такая точка , что . Най-
дем такое N и такую окрестность , что при

 и , . Тогда существу-
ет такое , что для любого  и для любой
точки в  время выхода этой точки за пределы
V по траектории  не превосходит T.

При этом в силу непрерывной зависимости ре-
шений дифференциальных уравнений от правых
частей решения уравнений , 
равномерно сходятся вместе со всеми производ-
ными к решению уравнения , ,
а интегральные кривые  сходятся к интеграль-
ной кривой  уравнения .

Так как для любой точки , , эта
кривая принадлежит классу , но тогда и .

Поскольку, согласно теореме К. Бандта и
А.С. Кравченко [2], всякая самоаффинная дуга
класса гладкости C2 является отрезком параболы,
таковой является и дуга . Это завершает доказа-
тельство теоремы в случае (i).

Чтобы получить доказательство утверждения (ii)
теоремы 1, мы опираемся на следующие рассуж-
дения:

1. Пусть  – самоаффинная жорданова дуга ,
 – порождающая ее система, а отоб-

ражение f принадлежит ассоциированному се-
мейству . Тогда либо  – поддуга в

 и , либо .

2. Из условий теоремы следует, что существует
последовательность , сходящаяся к Id та-
кая, что последовательность поддуг  схо-
дится к γ. Тогда существует последовательность аф-
финных сдвигов  дуги γ, сходящаяся к Id.
Поэтому γ – отрезок параболы.
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RIGIDITY THEOREM FOR SELF-AFFINE ARCS
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In is known for more than a decade that if a self-similar arc γ can be shifted along itself by similarity maps
which are arbitrarily close to identity then it is a straight line segment. We extend this statement to the class
of self-affine arcs and prove that each self-affine arc, admitting affine shifts which may be arbitrarily close to
identity, is a segment of a parabola or a straight line.

Keywords: self-affine arc, attractor, weak separation property, rigidity theorem
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