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Получены новые свойства выпуклых бесконечно дифференцируемых функций, связанных с экс-
тремальными задачами. Показано, что в окрестности решения даже при условии вырожденности
матрицы Гессе в точке решения минимизируемой функции градиент целевой функции принадле-
жит образу ее второй производной. Это новое свойство выпуклых функций позволяет более широко
рассматривать применение ньютоновских методов для решения задач безусловной оптимизации
без требования невырожденности матрицы Гессе в точке – решении задачи и получать оценки ско-
рости сходимости по аргументу при более общих предположениях.
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В задаче поиска безусловного минимума рас-
сматриваются функции , определенные и до-
статочно гладкие в окрестности  точки ми-
нимума функции n вещественных переменных.
Всюду далее множество точек минимума функ-
ции f обозначается как  и предпо-
лагается непустым. Необходимое условие мини-
мума функции f в точке x* задается равенством

 при этом матрица вторых производных
функции в точке минимума является положи-
тельно полуопределенной. Следует отметить, что
исследованиям по методу Ньютона посвящено
значительное число научных работ, среди кото-

.()f
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=* Arg minX f
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рых укажем [2–6]. Со многими работами можно
ознакомиться в обзорной статье [1]. В данной ра-
боте показывается, что несмотря на возможную
вырожденность матрицы Гессе в точке x*, в
окрестности этой точки градиент целевой функ-
ции принадлежит образу ее второй производной
и, следовательно, ньютоновская система относи-
тельно направления спуска разрешима в точках
этой окрестности. Это топологическое свойство
выпуклости и экстремальности позволяет по-но-
вому взглянуть на численные методы ньютонов-
ского типа и обосновать скорость сходимости
этих методов без обременительного предположе-
ния относительно невырожденности матрицы
Гессе в точке x*. Для задачи безусловной оптими-
зации получены свойства, уточняющие неравен-
ство Лоясевича [7, 8]. Именно, неравенство обоб-
щено для всего спектра производных до опреде-
ленного порядка. В работе рассматриваются
функции, производные которых равномерно по
аргументу и в совокупности по порядку ограниче-
ны в некоторой окрестности  точки x*, т.е.
для данной окрестности существует положитель-
ная константа M такая, что значения производ-
ных любого порядка не превосходят по абсолют-
ному значению эту константу. Кроме того, объек-
том рассмотрения в работе будут достаточно
гладкие в окрестности точки минимума функции,
т.е. функции, имеющие неограниченное число
порядков производных. Всюду далее без ограни-
чения общности считаем  и обозначаем

( *)U x

=( *) 0f x
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 Для функции одной переменной
справедлива

Л е м м а  1. Если x* – точка изолированного ло-
кального минимума достаточно гладкой в 
функции , производные которой равно-
мерно по аргументу и в совокупности по порядку
ограничены в некоторой окрестности , то су-
ществует четная степень 2p, , для ко-
торой справедливы неравенства

при всех , где положительные константы
, , не зависят от 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку x* – точка
локального минимума функции f, то 
Сначала покажем, что в условиях леммы невоз-
можна ситуация, когда производные 
при любом порядке  Действительно, в
этом случае для фиксированной точки x = x* +
+  в силу ограниченности производных в
окрестности x* из формулы Тейлора при нулевых
производных до любого фиксированного поряд-

ка  следует неравенство ,
где M – обозначенная выше верхняя грань для
множества значений производных функции f в
указанной окрестности и  Отсюда и из
условия изолированности локального минимума x*

значение . При

достаточно больших k это означает противоречие с
возможным предположением , , что
противоречит изолированности локального ми-
нимума x*. Следовательно, существует конечное
k > 1: , , . При
этом порядок k может быть только четным: k = 2p,

 и , поскольку x* – точка локаль-
ного минимума функции f. Теперь для завершения
доказательства достаточно обозначить через C0 зна-

чение , тогда из формулы Тейлора

и ограниченности производной порядка 2p + 1 в
окрестности  будет вытекать первое неравен-
ство леммы. Разложение в окрестности x* по фор-
муле Тейлора производной  дает остальные
неравенства леммы при любом k, k = 1, 2, ..., 2p – 1,

если через Ck обозначить .
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С л е д с т в и е  1. При выполнении условий леммы 1
функция f локально выпукла.

Действительно, если , то в малой
окрестности x* вторая производная будет оста-
ваться положительной, что означает локальную
выпуклость f(x). Если же , то, как по-

казано в лемме 1,  для некоторого

, , и при этом , k = 1,

. Тогда  для любо-
го , положительная константа  опреде-
лена ранее в лемме 1. Последнее неравенство также
означает локальную выпуклость f.

Для функции n переменных производную k-го
порядка по направлению h в точке x будем обо-
значать как 

С л е д с т в и е  2. Если достаточно гладкая функ-
ция , производные которой равномерно по
аргументу и в совокупности по порядку ограничены в
некоторой окрестности  изолированной точки

минимума , то для каждого  = 1, суще-
ствует четная степень , для которой

справедливы неравенства  > 0,  = 0,

,  при всех ,

δh], где положительные константы , k =
= 0, 1, 2, ...,  – 1, не зависят от ,
при этом сама функция локально выпукла вдоль на-
правления 

Здесь элемент  определяется на-
правлением  и не зависит от малых t, для
которых , но значение  зави-
сит от h и в общем случае эта величина может
быть бесконечно малой относительно h. Далее в
лемме 2 будет показано, что для случая выпуклой
функции f можно гарантировать существование
верхней границы для величины  и поло-
жительной нижней границы для δh на множестве
векторов .

Из леммы 1 вытекает, что в точках достаточно
малой выколотой окрестности решения коррект-
но определен оператор Ньютона ψ(x) = x –
‒  Для случая произвольной размер-
ности пространства Rn лемма 1 означает выпук-
лость функции f вдоль любой прямой, проходя-
щей через точку x*, при условии достаточной
гладкости функции на пересечении прямой и
окрестности . Кроме того, для любой пря-
мой, проходящей через точку x* вдоль вектора 
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ДЕНИСОВ и др.

справедливо неравенство  для неко-
торой степени  и некоторой кон-
станты  Неравенство Лоясевича га-
рантирует выполнимость данного неравенства в
случае аналитичности в окрестности  функ-
ции при некоторых p, C2, не зависящих от h. Вы-
пуклость в указанной окрестности функции поз-
воляет требовать лишь достаточную гладкость
функции и получить свойство “устойчивости”
неравенства Лоясевича, что расширяет область
применения метода Ньютона. Имеет место

Л е м м а  2. Если выпуклая достаточно гладкая
функция , производные которой равно-
мерно по аргументу и в совокупности по порядку
ограничены в некоторой окрестности  изоли-
рованной точки минимума x*, то существует чет-
ная степень , константа 
и величина  для которых

при всех .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем существование
такого , обладающего свойством: если

, ,  > 0,
то . Предположим противное, тогда
для некоторых последовательностей ,

 имеет место неравенство f(x* + tkhk) <

< , где  – элементы некоторой ограни-
ченной, а  – возрастающей последователь-
ностей. Без ограничения общности можно счи-
тать, что , , . Обозначим

 через  В случае  < n
указанный набор векторов изменяется путем при-
бавления к  векторам линейно независи-
мых приращений длины порядка , ,

, после чего можно считать  = n.
Пусть далее , , ,
1), . Из выпукло-

сти и непрерывности f следует f(x* + tk ) ≤ .
С другой стороны, из леммы 1 следует, что для не-
которого  существует степень ,

, для которой производная 
для некоторого  Поскольку ,

, то при достаточно больших номерах k бу-
дут выполняться неравенства ,
что противоречит предположению.

С л е д с т в и е  3. Из доказательства леммы 2
следует существование степени , а
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также констант , , для
которых

при этом  при всех .

Для точки ,  опреде-
лим базис  пространства Rn

и соответствующий индекс  следующим
образом. Рассмотрим матрицы

Тогда в точке  для достаточно гладкой
функции f справедливы соотношения

(1)

Далее определим номер  как минимальный
среди тех номеров k, для которых одномерное
пространство . Прямую L1

переобозначим через L1, вектор  определим как

 и далее номер  определим как мини-

мальный номер k, для которого  не содер-
жится в  Тогда , ,
одномерное подпространство L2 определяется как

, вектор  определяется как нормирован-
ный вектор  При этом 

Далее пространство L2 определим . Далее для
каждого  аналогично определяют-
ся прямые ,  и соответ-
ствующие единичные векторы gj,  Номер
q = q(h) = , прямая сумма

 обозначается как Lj и является подпро-

странством в  размерности j. На конечном эта-
пе построено подпространство Lq размерности

 Обозначим ортогональное дополне-
ние подпространства Lq через  в слу-
чае q < n и  при q = n. Определим базис 
пространства  как набор построенных единич-
ных взаимно ортогональных векторов ,
направленных вдоль построенных ортогональных
прямых , и произвольного ортого-
нального базиса  подпространства H.

Справедлива
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Т е о р е м а  1. Если для достаточно гладкой
функции  производные равномерно по ар-
гументу и в совокупности по порядку ограничены в
некоторой окрестности  изолированной точ-
ки минимума x*, то для любого фиксированного

 система

(2)
разрешима относительно s при достаточно малых t.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение системы s в ба-
зисе  при любом фиксированном векторе h опре-
делим покоординатно следующим образом. Поло-
жим  далее координата sq в соответствии
с (1) определяется из условия

 =  = . 

При этом sq = . Подстановка коорди-

наты sq в систему (2) позволяет получить коорди-

нату sq – 1 = . Далее последовательно

определяются координаты .
Решение системы (2), вообще говоря, не един-
ственно, но из (1) следует, что координаты любо-
го решения s в базисе  имеют вид

(3)

З а м е ч а н и е  1. Для получения единственно-
го решения системы (2) определим задачу

(4)
решение которой существует при каждом фикси-
рованном h при всех достаточно малых  при
условиях, указанных в теореме 1. При этом длина
интервала для , в пределах которого решение су-
ществует, зависит от h.

П р и м е р  1. Для невыпуклой функции f(x) =
=  вывод теоремы 1 нарушается для
точек параболы  Таким образом, длина
интервала, для которого имеет место теорема 1,
стремится к нулю по мере приближения вектора h
к (1, 0).

Далее будет показано, что в случае выпуклой
функции можно указать общий для всех векторов
единичной сферы радиус окрестности перемен-
ной  в пределах которой задача (4) разрешима.
Из вида целевой функции задачи (4) следует, что
ее решение  где  означает
псевдообратный оператор на своем образе. Коор-
динаты решения этой задачи в базисе  удовле-
творяют условию 
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Т е о р е м а  2. При выполнении условий леммы 2
при всех , достаточно близких к , задача (4) раз-
решима и ее решение удовлетворяет условиям

(5)

где степень  определена в лемме 2, константы
,  не зависят от .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 2 и (1) следует,
что при всяком  = 1 номера kj, определяющие
базис G, удовлетворяют условию: существует индекс

, для которого  > 0, сте-
пень 2p определена в лемме 2 и от  не зависит,
константа C > 0 также не зависит от h и определя-
ется в следствии 3. Последнее неравенство экви-

валентно условию  при малых t. Обо-

значая  через  получим неравенство в

утверждении теоремы. Аналогично из следствия 3
получается и второе неравенство.

С л е д с т в и е  4. При выполнении условий лем-
мы 2 для выпуклой функции f при всех x, достаточно
близких к x*, имеет место разрешимость относи-
тельно s системы

(6)

что равносильно справедливости включения

(7)

независимо от величины ранга матрицы 

Далее будем обозначать множество :

 как , диаметр множества A как
 Справедлива

Т е о р е м а  3. При выполнении условий леммы 2
существует натуральное p и константа , для
которых справедливо неравенство

(8)

З а м е ч а н и е  2. Указанные ранее свойства
справедливы в предположении, что множество то-
чек минимума функции f(x) представляет изоли-
рованную точку. Если отказаться от данного пред-
положения, то при выполнении остальных пред-
положений теоремы 1 справедливо представление

(9)

где  – собственное подпространство Rn, которое
определяется условием  для всякого
натурального k.
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ДЕНИСОВ и др.

Из теоремы 1 не следует положительная опре-
деленность матрицы  в окрестности точки
минимума x*. Тем не менее она гарантирует при-
менимость метода Ньютона для поиска точки ми-
нимума гладкой функции при условии подходя-
щей начальной точки, поскольку задача (1) позво-
ляет получить вектор перехода в итерационной
схеме без предположения выпуклости целевой
функции. Кроме того, в данном случае удается по-
лучить монотонность по аргументу метода Ньюто-
на, а при более сильных предположениях – линей-
ную скорость сходимости. В случае же выпуклости
целевой функции полученной свойство справед-
ливо без дополнительных предположений.

Рассмотрим сначала применение результата
теоремы 1 для доказательства монотонности по ар-
гументу схемы метода Ньютона. Именно, опреде-
лим оператор Ньютона ψ(x, s) = ,

где  – решение задачи (4). Из про-
цесса построения решения s в теореме 1 и замеча-
ния к теореме следует, что для любого фиксиро-
ванного , при достаточно малых значе-
ниях t данный оператор корректно определен без
предположения выпуклости функции f. Для по-
лучения оценки скорости сходимости дополни-
тельно к предположениям теоремы 1 естественно
определяется следующее свойство.

О п р е д е л е н и е  1. Функция f с л а б о  р е -
г у л я р н а  в  т о ч к е  x*, если существует
константа  > 0, для которой 

для всякого . Здесь, как и ранее,
, hj – координата век-

тора h с номером j в базисе G.
Т е о р е м а  4. Если функция f слабо регулярна в

точке x*, то при выполнении условий теоремы 1 су-
ществует  для которого 

||ψ(x* + th,  

при всех достаточно малых t.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого решения

системы (1) в силу предположения слабой регу-
лярности в точке x* существует номер  j, для кото-
рого . Отсюда
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З а м е ч а н и е  3. Полученное неравенство не
означает линейной сходимости метода Ньютона,
поскольку знаменатель  который участвует в
оценке, вообще говоря, зависит от h. В случае вы-
пуклой функции полученный результат справед-
лив в более сильном виде: 
при всех x из достаточно малой окрестности x*,
поскольку для выпуклых функций справедливо
следующее свойство.

О п р е д е л е н и е  2. Функция f  р а в н о м е р -
н о  р е г у л я р н а  в  т о ч к е  x*, если существуют
номер  и константа , для ко-
торых найдется индекс , такой что

.
Имеет место
Т е о р е м а  5. Если функция f равномерно регу-

лярна в точке x*, то при выполнении условий теоре-
мы 1 существует  для которого ||ψ(x, s) –
–  – x*|| при всех x из достаточно малой
окрестности x*.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теоремы 4 следует, что
полученный знаменатель  ограничен сверху

равномерно по h, ||h|| = 1:  λ(h) = 1 –  < 1, где

 Такой номер j существует, как показано
в теореме 1. Кроме того, из условия равномерной
регулярности следует, что  для некоторо-
го , не зависящего от h, где hA – проекция
вектора  на подпространство A. Отсюда следует
оценка для знаменателя λ, не зависящая от 

З а м е ч а н и е  4. Из леммы 2 следует, выпук-
лая функции равномерно регулярна в точке :

, . Условие равномерной
регулярности является необходимым и достаточ-
ным условием линейной скорости сходимости ме-
тода Ньютона при выполнении условий теоремы 1
без предположения о выпуклости функции  Ите-
рационная схема метода Ньютона имеет вид

а оценка скорости сходимости метода будет ли-
нейная:

при начальном приближении, достаточно близ-
ком к решению x* в случае равномерно регуляр-
ной в точке минимума функции f.

С л е д с т в и е  5. При выполнении условий тео-
ремы 2 для выпуклой функции скорость сходимости
итерационной схемы метода Ньютона является
линейной при любом выборе начальной точки x из до-
статочно малой окрестности решения. Действи-
тельно, из теоремы 2 следует, что выпуклая функ-
ция является равномерно регулярной в решении x*,

λ,
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откуда вытекает линейная оценка скорости сходи-
мости.

Для получения сходимости метода Ньютона с
более высокой скоростью, чем линейная, рас-
смотрим модифицированный оператор 
покоординатная запись которого в базисе G пред-
ставляет собой , , ..., q;

, где вектор-функция g(x, h):
. Оператор  поз-

воляет определить модифицированную схему
Ньютона  = . Из теоремы 1 следует

Т е о р е м а  6. Модифицированная схема Нью-
тона гарантирует сверхлинейную оценку скорости
сходимости при хорошем начальном приближении в
том и только в том случае, когда функция 
удовлетворяет условию .
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SOME PROPERTIES OF SMOOTH CONVEX FUNCTIONS 
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In the article, new properties of convex infinitely differentiable functions related to extremal problems are ob-
tained. It is shown that in the vicinity of the solution, even if the Hessian matrix is degenerate at the solution
point of the function to be minimized, the gradient of the objective function belongs to the image of its second
derivative. This new property of convex functions allows a broader consideration of the application of New-
tonian methods for solving optimization problems in the absence of the requirement for the nondegeneracy
of the Hessian matrix in the solution of the problem and to obtain estimates of the rate of convergence in ar-
gument under fairly general assumption.
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