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В настоящей работе обсуждаются интеграль-
ные свойства обобщенных решений уравнения
Пуассона с быстро чередующимся краевым усло-
вием (Дирихле и Неймана). Устанавливается, что
в ограниченной области на плоскости с липши-
цевой границей модуль градиента решения при-
надлежит пространству  при достаточно ма-
лом .

Повышенная суммируемость градиента реше-
ний дивергентных равномерно эллиптических
уравнений с измеримыми коэффициентами на
плоскости вытекает из результатов работы [1].
Позже в многомерном случае для уравнений та-
кого же вида повышенная суммируемость гради-
ента решения задачи Дирихле в области с доста-
точно регулярной границей была установлена в
[2]. Отметим еще, что повышенная суммируе-
мость градиента решений задачи Дирихле в обла-
сти с лишицевой границей для уравнения p-Ла-
пласа с переменным показателем p, обладающим

+δ2L
δ > 0

логарифмическим модулем непрерывности, по-
лучена в [3].

Установленный в настоящей работе результат
позволяет улучшить ранее известные оценки ре-
шений задач с быстрой сменой типа краевых
условий (см. [4–6]).

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для простоты рассмотрим модельный случай
области , такой, что ,
0 < y < 1}. Отрезок на оси абсцисс [0, 1] разделим
на равные чередующиеся отрезки длины ε, кото-
рые обозначим через  и  соответственно, где

,  и N – нечетно. Ниже  означа-

ет объединение внутренностей отрезков  и по-
лагается .

Рассмотрим в области D задачу Зарембы вида

(1)

Стандартным методом с помощью теоремы Рисса о
представлении линейного функционала можно по-
казать, что если вектор-функция , f2) имеет
компоненты из , то существует единствен-
ное решение задачи (1) из соболевского про-
странства функций , имеющих нулевой
след на на Γ2.
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ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Имеет место следующая

Т е о р е м а. Если , где , то су-
ществуют положительные постоянные  и C,
зависящие только от , такие, что для решения
задачи (1) справедлива оценка

(2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ниже  означает от-
крытый круг радиуса r с центром в точке ,  –
мера данного круга и полагается

Продолжим решение u задачи (1) четно относи-
тельно оси абсцисс, оставив за продолжением
предыдущее обозначение, и положим

Продолженная функция u является решением за-
дачи Дирихле

(3)

где  в  и  в
. Далее полагаем u = 0 и  вне обла-

сти . Ясно, что продолженная нулем функция u
принадлежит соболевскому пространству .

Следующий шаг – доказательство обратного
неравенства Гёльдера для градиента u решения
задачи (3), которое удовлетворяет интегральному
тождеству

(4)

на всех пробных функциях  с нулевым
следом на .

Сначала рассмотрим случай, когда , и
выберем в интегральном тождестве (4) пробную
функцию , где
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а срезающая функция  такова, что 0 <

< η < 1,  в  и . В результате получим

Поскольку , то в силу неравенства Коши

Таким образом,

В итоге, так как  в  и , то

(5)

Далее воспользуемся неравенством Пуанка-
ре–Соболева (см., например, [7, теорема 5.6])

где . Для определенности считаем  и
из (5) вытекает

(6)
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Пусть теперь x0 принадлежит замыканию  и

. Выберем в интегральном тождестве

(4) пробную функцию  с такой же срезаю-
щей функцией, что и ранее. В результате получа-
ем оценку (5) c λ = 0, в силу которой

(7)

Сначала рассмотрим случай, когда .
Поскольку функция u продолжена нулем вне об-
ласти , то отсюда с учетом структуры множества

 вытекает, что для линейной меры lR тех точек

пересечения  с осью абсцисс, где u = 0, выпол-
нено неравенство  с константой C, не за-
висящей от ε. Теперь из неравенства теоремы [8,
§ 10.1] и оценки предложения 4 [8, § 9.1] будем
иметь

(8)

Осталось предположить, что .
Тогда для двумерной меры Лебега LR множества

 справедлива оценка . Так
как u = 0 вне , то хорошо известно, что неравен-
ство (8) выполнено и в этом случае.

Таким образом, в силу (7) и (8) вновь прихо-
дим к (6). Ясно, что оценка (6) выполнена и для
кругов с центрами, лежащими вне . Итак, соот-
ношение (6) имеет место для любых кругов. По-
скольку  и мы пользовались продол-
жением, сохраняющем норму, то по модифициро-
ванной лемме Геринга (см. [9; 10, гл. VII]) получаем
искомое неравенство (2). Теорема доказана.

Приведем простое следствие установленного
результата, основанного на теореме вложения.

С л е д с т в и е. Если выполнены условия теоре-
мы, то решение задачи (1) непрерывно по Гёльдеру в
замыкании области D с показателем Гёльдера, рав-
ным , и нормой Гёльдера, зависящей только
от постоянной C в оценке (2) и нормы f в .

ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ
В работе рассмотрена модельная область с пе-

риодическим чередованием типа краевых усло-

вий. Однако те же результаты могут быть получе-
ны и для произвольной плоской ограниченной
области D с липшицевой границей. Чередование
типа краевых условий может быть как локально
периодическим, так и непериодическим, но при
этом требуется выполнение следующего условия:

если  и , то для меры lR пересе-

чения  должна быть выполнена оценка
 с константой C, не зависящей от ε.
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INCREASED SUMMABILITY OF THE GRADIENT OF THE SOLUTION
OF THE ZAREMBE PROBLEM FOR THE POISSON EQUATION

Yu. A. Alkhutova and G. A. Chechkinb,c,d
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c Institute of Mathematics with Computing Center – Subdivision of the Ufa Federal Research Center 
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d Institute of Mathematics and Mathematical Modeling, Almaty, Kazakhstan
Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

In this paper, an estimate is obtained for the increased integrability of the gradient of the solution to the Za-
remba problem in a plane bounded domain with a Lipschitz boundary and a fast change of the Dirichlet and
Neumann boundary conditions, with an increased summability exponent, independent of the frequency of
the boundary conditions change.

Keywords: the Meyers estimates, imbedding theorems, rapidly changing type of boundary conditions
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