
16

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2021, том 496,
с. 16–20

СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ И РАЗРЕШИМОСТЬ ВОЛЬТЕРРОВЫХ 
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

© 2021 г.   В. В. Власов1,*, Н. А. Раутиан1,**
Представлено академиком РАН В. А. Садовничим 10.11.2020 г.

Поступило 14.12.2020 г.
После доработки 13.01.2021 г.

Принято к публикации 18.01.2021 г.

Работа посвящена исследованию интегро-дифференциальных уравнений с неограниченными опе-
раторными коэффициентами в гильбертовом пространстве. Изучаемые уравнения представляют
собой абстрактные гиперболические уравнения, возмущенные слагаемыми, содержащими вольтер-
ровы интегральные операторы. Эти уравнения являются операторными моделями интегро-диффе-
ренциальных уравнений с частными производными, возникающих в теории вязкоупругости, в тепло-
физике, в задачах усреднения в многофазных средах. Установлена корректная разрешимость указан-
ных уравнений в весовых пространствах Соболева вектор-функций, а также проведен спектральный
анализ оператор-функций, являющихся символами этих уравнений.

Ключевые слова: интегро-дифференциальные уравнения, оператор-функция, спектр, вольтерров
оператор
DOI: 10.31857/S2686954321010173

Интегро-дифференциальные уравнения с не-
ограниченными операторными коэффициента-
ми в гильбертовом пространстве могут быть реа-
лизованы как интегро-дифференциальные урав-
нения в частных производных, возникающие в
теории вязкоупругости (см. [1–3]) а также как ин-
тегро-дифференциальные уравнения Гуртина–
Пипкина (см. [4–7]), которые описывают процесс
распространения тепла в средах с памятью с ко-
нечной скоростью, кроме того, указанные уравне-
ния возникают в задачах усреднения в многофаз-
ных средах (закон Дарси) (см. [8]).

Перечисленные задачи можно объединить в до-
статочно широкий класс интегро-дифференци-
альных уравнений в частных производных, поэто-
му более естественно рассматривать интегро-диф-
ференциальные уравнения с неограниченными
операторными коэффициентами в гильбертовых
пространствах (абстрактные интегро-дифферен-
циальные уравнения), которые могут быть реали-
зованы как интегро-дифференциальные уравне-
ния в частных производных.

В наших предшествующих работах [7, 9, 10]
проводилось подробное исследование задачи (1),
(2) в случае, когда ядра интегральных операторов

 и  представимы в виде рядов убывающих
экспонент с положительными коэффициентами,
а также в случае, когда оператор B = 0. Наш подход
к исследованию основан на спектральном анализе
оператор-функции , являющейся символом
уравнения (1), который также дает возможность
получить результат о корректной разрешимости и
представление решения указанной задачи в виде
ряда по экспонентам, соответствующим точкам
спектра оператор-функции . Указанные ре-
зультаты подытожены в главе 3 монографии [7].

ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть H – сепарабельное гильбертово про-
странство, A – самосопряженный положитель-
ный оператор,  , действую-
щий в пространстве H, имеющий ограниченный
обратный. Пусть B – симметрический оператор,

, действующий в пространстве H с
областью определения  ,
неотрицательный  ≥ 0, для любых x,

 и удовлетворяющий неравенству
,  для любого ,

I – тождественный оператор в пространстве H.
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Рассмотрим следующую задачу для интегро-
дифференциального уравнения второго порядка
на положительной полуоси :

(1)

(2)

(3)
Предположим, что ядра интегральных операто-
ров  и  имеют следующее представление:

(4)

где  и  – положительные меры, которым со-
ответствуют возрастающие, непрерывные справа
функции распределения μ и , соответственно.
Интеграл понимается в смысле Стилтьеса. Кроме
того, будем считать, что выполнены условия

(5)

причем носители  и  принадлежат полуоси
, . Условия (5) означают, что K(t),

, , . Если к условиям (5)
добавить также условия

(6)

тогда ядра  и  будут принадлежать про-
странству .

Интегро-дифференциальное уравнение (1)
представляет собой абстрактную форму динами-
ческого уравнения вязкоупругости (см. [1, 2]), где
операторы A и B порождаются следующими диф-
ференциальными выражениями:

где  – вектор перемещений вязко-
упругой наследственной изотропной среды, сре-
да заполняет ограниченную область  с до-
статочно гладкой границей , ρ – постоянная
плотность, ρ > 0, коэффициенты Ламе  и  – по-
ложительные постоянные  релаксации, ха-
рактеризующие наследственные свойства среды.
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На границе области Ω выполняется краевое усло-
вие Дирихле  В качестве пространства H
рассматривается пространство трехмерных век-
тор-функций . Область определения 
принадлежит векторному пространству Соболева

 и естественно выделяется краевым усло-
вием 

Преобразование Лапласа сильного решения
задачи (1), (2) с начальными условиями ,

 имеет следующее представление:

(7)

Здесь оператор-функция  является символом
уравнения (1) и имеет следующий вид:

(8)

где  и  – преобразования Лапласа ядер
 и , соответственно, имеющие представ-

ления

(9)

 – преобразование Лапласа вектор-функции
, I – тождественный оператор в пространстве H.

КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ
Согласно известному результату (теорема [14,

с. 361]), оператор  является самосо-
пряженным и положительным. Превратим об-
ласть определения  оператора , β > 0 в
гильбертово пространство Hβ, введя на 

норму , эквивалентную норме графи-

ка оператора .

Через  обозначим пространство Со-
болева вектор-функций на полуоси  со
значениями в H, снабженное нормой

Подробнее о пространствах , см.
монографию [12, глава 1]. При  полагаем

, при γ = 0 будем писать

.
О п р е д е л е н и е  1. Будем называть вектор-
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ВЛАСОВ, РАУТИАН

, для некоторого , удовлетворяет
уравнению (1) почти всюду на полуоси  и на-
чальному условию (2).

В нашей предшествующей работе [11] опубли-
кована теорема о существовании и единственно-
сти сильного решения задачи (1)–(3).

О п р е д е л е н и е  2. Вектор-функцию u(t) ∈
∈ ,  назовем о б о б щ е н н ы м  (с л а -
б ы м) р е ш е н и е м  з а д а ч и  (1)–(3), если 
удовлетворяет интегральному тождеству

(10)

для любой вектор-функции , а
также условию (2).

Отметим, что по определению пространства
 вектор-функции  и  при-

надлежат пространству , поскольку
норма в этом пространстве определяется следую-
щим образом:

Следующая теорема дает нам достаточное
условие корректной разрешимости задачи (1)–(3)
в смысле определения 2.

Т е о р е м а  1. Пусть выполнено условие (6),
 для некоторого , векторы

, . Тогда существует такое ,
что для любого  задача (1)–(3) имеет обобще-
ное решение в пространстве , для ко-
торого справедлива следующая оценка:

(11)

где константа  не зависит от вектор-функции f и
векторов ϕ0, ϕ1.

Доказательство теоремы 1 существенно опира-
ется на теорему о существовании и единственно-
сти сильного решения задачи (1)–(3) (см. [11, тео-
рема 1]) и следующую лемму.
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Л е м м а  1. При сделанных предположениях от-
носительно операторов  и  справедливы неравен-
ства

(12)

(13)

СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ
Перейдем к изучению структуры спектра опе-

ратор-функции .
Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия (5), (6).

Тогда спектр оператор-функции  лежит в от-
крытой левой полуплоскости .

Следующие теоремы 3 и 4 являются уточнени-
ем теорем 3 и 4 из нашей работы [11].

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия (5), (6)
и носители мер ,  принадлежат отрезку

, d2], где . Тогда для любого
сколь угодно малого  существует такое число

 > 0, что спектр оператор-функции  принад-
лежит множеству

где , 

(14)

При этом для оператор-функции  на множе-
стве  ∪  справедлива
оценка

(15)

Т е о р е м а  4. Пусть выполнены условия теоре-
мы 3. Тогда невещественная часть спектра опера-
тор-функции  симметрична относительно ве-
щественной оси и состоит из собственных значений
конечной алгебраической кратности, причем для
любого  в области Ωε := 
собственные значения являются изолированными,
т.е. не имеют точек накопления.

З а м е ч а н и е  1. Отметим, что оператор-
функция вида (8) в случае, когда ядра интеграль-
ных операторов K(t) и Q(t) представимы в виде
суммы конечного числа убывающих экспонент с
положительными коэффициентами, изучалась
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А.И. Милославским в работе [13]. Исследование
оператор-функции вида (8) в случае, когда ядра
интегральных операторов K(t) и Q(t) представимы
в виде рядов убывающих экспонент с положи-
тельными коэффициентами, проводилось в рабо-
тах [9, 10], соответствующие результаты содер-
жатся также в монографии [7]. При этом в статье
[10] получено обобщение некоторых результатов
работы [13]. Теоремы 3, 4 представляют собой
естественное развитие результатов, изложенных в
монографии в [7], и обобщение соответствующих
результатов, полученных в работе [13].

Обозначим через  кратность харак-
теристического числа λ = μ оператор-функции
L(λ). Введем  – функцию распределе-
ния характеристических чисел оператор-функ-
ции L(λ). Предполагая L(λ) аналитической опе-
ратор-функцией в области , положим

Причем, если в области  лежит бес-
конечное число характеристических чисел L(λ)
либо  хотя бы в одной точке 
с , то

Обозначим область ,
 < θ < π, причем здесь  В дальней-

шем соотношение  означает, что

 при 

Следуя [15], через  обозначим множество та-
ких неубывающих функций ν(r), определенных
при достаточно больших вещественных r, что для
каждой функции  существует постоян-
ная a > 1, для которой  при достаточ-
но больших r. Пусть  – множество неубываю-
щих функций ν(r), обладающих свойством: для
каждого  найдется такое , что

Обозначим через  оператор-функцию вида

Используя теорему 2.1 [15] и теорему 3, получаем
следующий результат.

Т е о р е м а  5. Пусть выполнены условия теоре-
мы 3,  Тогда спектр опера-
тор-функции  в области  состоит из дис-
кретных точек спектра и справедливо равенство
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SPECTRAL ANALYSIS AND SOLVABILITY
OF VOLTERRA INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

V. V. Vlasova and N. A. Rautiana

a Lomonosov Moscow State University, Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics,
Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS V.A. Sadovnichii

The article is devoted to the study of integro-differential equations with unbounded operator coefficients in
Hilbert space. The equations studied are abstract hyperbolic equations, perturbed by terms containing Volt-
erra integral operators. These equations are operator models of integro-differential equations with partial de-
rivatives arising in the theory of viscoelasticity, in thermophysics, in averaging problems in multiphase media.
The correct solvability of the above equations in the weight Sobolev spaces of the vector-functions was estab-
lished and a spectral analysis of the operator-functions that are the symbols of these equations was also carried
out.

Keywords: integro-differential equations, operator-function, spectra, Volterra operator
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