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Обнаружен класс силовых эволюционных биллиардов, реализующих, оказывается, важные инте-
грируемые гамильтоновы системы сразу на всех регулярных изоэнергетических 3-поверхностях од-
новременно, т.е. на фазовом 4-пространстве. Доказано, что известные интегрируемые системы Эй-
лера и Лагранжа биллиардно эквивалентны, хотя обладают интегралами разных степеней – квадра-
тичным и линейным.
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Неоднократно возникал общий вопрос: мож-
но ли реализовать интегрируемую гамильтонову
систему с двумя степенями свободы (ИГС) с по-
мощью одной биллиардной системы сразу на
всем фазовом 4-многообразии M4?

Как известно, многие ИГС из механики и фи-
зики и их аналоги на алгебрах Ли ранее удалось
охарактеризовать “кодом” – инвариантами Фо-
менко–Цишанга [1] слоений Лиувилля системы в
ограничении на упорядоченный (по возрастанию
энергии H) набор изоэнергетических 3-поверхно-
стей Q3, представляющих регулярные зоны энер-
гии системы (см. [1–3]).

Такие системы были затем реализованы c по-
мощью нескольких биллиардов (см. [4–6]): для
регулярной зоны энергии системы (любой Q3 из
нее) подбирался свой биллиард с таким же инва-
риантом Фоменко–Цишанга. Так, для геодезиче-
ских потоков римановых метрик (например, на ко-
никах [7]) и для введенных В.В. Ведюшкиной бил-
лиардов на CW-комплексах (биллиардных книжек
[8] и топологических биллиардов [9]) энергия ча-
стицы  являлась лишь масштабным пара-
метром. Эти классы оказались важны для прило-
жений.

Добавление к биллиарду или геодезическому
потоку на 2-поверхности потенциала, делая не-

= v
2H

тривиальной зависимость топологии слоения от
энергии, меняет не только “код” системы, но и ее
иные, чисто четырехмерные инварианты. Среди
них – топологию ее 4-особенностей. Многие ИГС
содержат 4-особенности, как невырожденные
(классифицированы Н.Т. Зунгом, см. [1]), так и
вырожденные (см. [10] для параболических осо-
бенностей). Их изучение – отдельная непростая
тема. Инварианты систем с потенциалами изуча-
лись в [11–13]. В то же время добавление потен-
циала, например, к локально евклидовому билли-
арду, усложняет траектории материальной части-
цы – они перестают быть прямолинейными. Мы
же хотим реализовать ИГС биллиардами с клас-
сическим движением частицы по геодезическим.

Требуется найти класс локально плоских бил-
лиардов, подходящий для реализации “кода”
ИГС, т.е. топологии ее слоений Лиувилля (замы-
каний ее решений) во всех регулярных зонах
энергии, причем не вводя потенциалы и без до-
полнительных условий на четырехмерную топо-
логию системы.

Ответ оказался положительным: А.Т. Фомен-
ко предложил новый класс биллиардов – силовые
(или эволюционные) биллиарды. В них с измене-
нием скорости шара (“силы” удара о стенку-гра-
ницу) может меняться как топология биллиард-
ного стола, так и закон отражения шара. Следую-
щие определения введены А.Т. Фоменко.

О п р е д е л е н и е  1. Н о с и т е л е м  силового
биллиарда назовем конечный связный двумер-
ный локально-плоский (с евклидовой метрикой
внутри 2-клеток) клеточный комплекс X.  Его
2-листы Li гомеоморфны замкнутым односвяз-
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ным областям R2 и ограничены кусочно-гладкой
кривой. Ее углы излома равны π/2. Склейка не-
скольких 2-листов происходит по изометрии их об-
щей гладкой граничной дуги (корешка книжки).

О п р е д е л е н и е  2. Для каждого значения
параметра-энергии H = h ≥ 0 рассмотрим в носи-
теле X замкнутый подкомплекс X(h), возможно не
связный. Назовем его с о с т о я н и е м  силового
биллиарда, отвечающим значению h. При этом
X(h1) ⊆ X(h2) для любых h1 < h2 и X = ∪X(h) по всем h.
Тем самым с ростом h состояние X(h) “разраста-
ется”. На рис. 1а состояния силового биллиарда
изображены как подмножества эллипсоида E2.

О п р е д е л е н и е  3. Конечное количество
значений h = 1, …, N энергии H, при которых ме-
няется топология стола или закон отражения–
преломления на ребрах границы, назовем
о с о б ы м и (с и н г у л я р н ы м и), а остальные –
р е г у л я р н ы м и. Напомним, что 1-ребрами (ко-
решками) биллиарда X(h) являются дуги софокус-
ных квадрик- или концентрических окружностей.

На рис. 1б особые значения 1 и 2 энергии соответ-
ствуют двум переходам (между состояниями).

О п р е д е л е н и е  4. Закон отражения–пре-
ломления на ребре-корешке r в состоянии X(h)
обозначим через Z(h, r). Он задается циклической
перестановкой на n листах, склеиваемых по реб-
ру r, и определяет динамику частицы после удара
о границу. Пусть Z(h) = {Z(h, r)} – набор таких за-
конов – есть кусочно-постоянная функция энер-
гии, изменения которой могут быть лишь при
особых значениях h.

О п р е д е л е н и е  5. Разрешим ребрам-ко-
решкам состояния X(h) гладко меняться в классе
софокусных квадрик без вырождений. Как из-
вестно из теории интегрируемых биллиардов [14],
это задает эквивалентные биллиарды [4]. При
особых h ребра могут склеиваться с другими реб-
рами, вырождаться или превращаться в отрезки
фокусных прямых. Склейка листов вдоль границ
происходит вдоль дуги одной и той же квадрики.
На “новом корешке” появляется новый цикл-пе-
рестановка. В момент скачка мы разрешаем бил-

Рис. 1. Реализация случая Эйлера силовых биллиардов: а – состояния силового биллиарда как подмножества эллип-
соида, б – состояния силового биллиарда как плоские области и бифуркационная диаграмма интеграла площадей и
энергии системы Эйлера.
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лиардам менять свой класс эквивалентности. На-
пример, сегмент границы при особом h может
лечь на фокальную прямую или “сложиться по-
полам”. Скачком угол π/2 может стать равным π.
Разрешается склеивать в граничных точках ко-
решки одного состояния X(h), если они легли на
одну граничную дугу, т.е. если угол между ними
стал равен π. В круговых биллиардах граничные
окружности могут стягиваться в точки.

Так, на рис. 1б при каждом из двух особых зна-
чениях h соответствующее ребро r становится
“проницаемым” (“прозрачным”). После этого
биллиардный шар начинает проходить сквозь не-
го, а до этого – он отражался. При этом пара тож-
дественных перестановок на эллиптических дугах
меняется на транспозиции на отрезке фокальной
прямой.

О п р е д е л е н и е  6. Итак, носитель X мы счи-
таем неизменным, “неподвижным”. В нем “раз-
растаются” состояния X(h), причем X совпадает с
последним состоянием X(N). Интегрируемую си-
стему с двумя степенями свободы, задаваемую
динамикой биллиардного шара на меняющихся
состояниях X(h), назовем с и л о в ы м  (э в о л ю -
ц и о н н ы м) б и л л и а р д о м.

Пусть h – регулярное значение энергии из не-
коего интервала Di = (i, i + 1). Соответствующий
биллиард-состояние обозначим через X(Di).

О п р е д е л е н и е  7. Точкой фазового ком-
плекса TX(Di) является пара , где x – точка
биллиардного стола X(Di), а  – вектор скорости ма-
териальной частицы в точке x. Когда точка x оказы-
вается на границе листа Li, соседствующего с ли-
стом Lk, то склейка соответствующих пар  и

 происходит по закону отражения–преломле-
ния Z(h, r), действующего на данном ребре r при
данном h.

О п р е д е л е н и е  8. Р е г у л я р н о й  и з о -
э н е р г е т и ч е с к о й  3-п о в е р х н о с т ь ю Qh
назовем подмножество в четырехмерном фазо-
вом комплексе TX(Di), задаваемое уравнением:
H = h; т.е. “уровень постоянной энергии”. Для
интегрируемых биллиардных книжек регулярные
Qh являются топологическими 3-многообразия-
ми [15].

Рассмотрим знаменитый случай Эйлера (1750)
динамики тяжелого твердого тела, закрепленного
в центре масс [1]. Он обладает первым интегра-
лом, квадратичным по компонентам импульса.
Топология симплектического листа  системы
не зависит от выбора ненулевого значения g инте-
грала площадей f2. На рис. 1б справа  соответ-
ствует прообраз вертикальной прямой при отобра-
жении (f2, H). Особые изоэнергетические Q отобра-
жаются в точки трех парабол. Каждой 2-области

v( ),x
v

v( ),x
( ),x w

4
gM

4
gM

приписан класс гомеоморфности прообраза любой
ее точки – регулярной .

Построим силовой биллиард для такого ,
см. рис. 1. Его носитель склеен из двух областей,
ограниченных эллипсом, и гомеоморфен 2-эл-
липсоиду E2. Состояния биллиарда изображены
на рис. 1а как подмножества E2 и на рис. 1б как
склейка плоских областей. Состояния с меньшей
энергией изображены ниже, с большей – выше.
Начальным (стартовым) состоянием является не-
связный биллиард, не имеющий общих точек с
фокальной прямой (внизу). Он гомеоморфен
двум дискам и реализует систему Эйлера на паре
3-сфер 2S3. Затем он превращается в кольцо, реа-
лизующее произведение 2-сферы и окружности
S1 × S2. Затем кольцо превращается в сферу (эл-
липсоид), и реализует проективное пространство
RP3. На рис. 1б также показаны траектории бил-
лиардного шара и склейка корешков. Интегриру-
емость биллиарда в каждый момент эволюции
следует из принадлежности его стенок дугам со-
фокусных квадрик.

Т е о р е м а  1. Построенный интегрируемый си-
ловой биллиард, носитель которого гомеоморфен эл-
липсоиду, реализует (в смысле лиувиллевой эквива-
лентности) интегрируемый случай Эйлера сразу на
всем фазовом многообразии , т.е. на всех его ре-
гулярных изоэнергетических 3-поверхностях для
всех регулярных значений g и h.

Случай Лагранжа, допускающий линейный
интеграл, описывает движение осесимметрично-
го тяжелого твердого тела с закрепленной точкой
на оси симметрии. Известно, что в зависимости
от значений параметров, существует четыре типа
бифуркационных диаграмм, см. [1]. Оказалось,
что здесь есть ровно пять различных типов сим-
плектических 4-листов. Для всех них мы обнару-
жили силовые биллиарды. На рис. 2 показан один
из них.

Т е о р е м а  2. Интегрируемый случай Лагранжа
на каждом своем регулярном симплектическом 4-ли-
сте  реализуется (в смысле лиувиллевой эквива-
лентности) одним из построенных нами пяти сило-
вых биллиардов, у которых биллиарды–состояния
ограничены концентрическими окружностями (и по-
тому интегрируемы в каждый момент эволюции).

Продеформируем семейство софокусных эл-
липсов и гипербол в семейство концентрических
окружностей и радиальных лучей (устремляя фо-
кусы друг к другу).

Т е о р е м а  3. Указанная деформация софокус-
ных биллиардов в круговые переводит силовой бил-
лиард, реализующий случай Эйлера, в новый силовой
биллиард, полный набор лиувиллевых слоений кото-
рого совпадает с полным набором лиувиллевых слое-

3
,g hQ

4
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4
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ний случая Лагранжа (для всех его трех типов изо-
энергетических 3-поверхностей). Такие системы
мы называем “биллиардно эквивалентными”.

Обнаруженное “превращение” случая Эйлера в
случай Лагранжа не переводит симплектический
лист случая Эйлера в какой-либо из пяти типов сим-
плектических листов случая Лагранжа. Оно устрое-
но сложнее. Именно это не позволяло ранее заме-
тить превращение этих систем друг в друга. Тем не
менее, оказалось, что полный набор лиувиллевых
слоений случая Эйлера превращается в полный на-
бор лиувиллевых слоений случая Лагранжа. Сначала
потребовалось обнаружить в случае Эйлера “скры-
тые софокусные квадрики”, а в случае Лагранжа –
“скрытые концентрические окружности”. В итоге,
именно деформация софокусных квадрик в окруж-
ности (при слиянии фокусов) и “превращает” слу-
чай Эйлера в случай Лагранжа.

Также мы обнаружили силовые биллиарды,
реализующие интегрируемый случай Горячева–
Чаплыгина–Сретенского одновременно в не-
скольких регулярных зонах энергии.

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ

Исследования выполнены при финансовой под-
держке РФФИ (проект 19-01-00775-a).
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FORCE EVOLUTIONARY BILLIARDS AND BILLIARD EQUIVALENCE
OF EULER AND LAGRANGE CASES

V. V. Vedyushkinaa and Academician of the RAS A. T. Fomenkoa

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation

A class of force evolutionary billiards is discovered that realizes important integrable Hamiltonian systems on
all regular isoenergy 3-surfaces simultaneously, i.e. on the phase 4-space. It is proved that well-known Euler
and Lagrange integrable cases are billiard equivalent, although degrees of their integrals are different (one and
two).
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