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Для системы уравнений электродинамики изучается обратная задача об определении анизотропной
проводимости. Предполагается, что проводимость описывается диагональной матрицей σ(x) =
= , причем  вне области Ω = , R > 0, а диэлектриче-

ская ε и магнитная μ проницаемости среды являются положительными постоянными всюду в .
Рассматриваются плоские бегущие волны, падающие из бесконечности на неоднородность, лока-
лизованную в Ω. Для определения искомых функций , ,  задается некоторая инфор-
мация о векторе электрической напряженности поля на границе S области Ω. Показано, что эта ин-
формация приводит исходную задачу к трем идентичным задачам рентгеновской томографии.

Ключевые слова: уравнения Максвелла, анизотропия, проводимость, плоские волны, обратная зада-
ча, томография

σ , σ , σ1 2 3diag( ( ) ( ) ( ))x x x σ =( ) 0x ∈ <�
3{ | | | }x x R

R
3

σ1( )x σ2( )x σ3( )x

DOI: 10.31857/S2686954321010094

Рассмотрим нестационарную систему уравне-
ний Максвелла

(1)

В уравнениях (1) ,  –
векторы электрической и магнитной напряжен-
ности поля,  – неот-
рицательно определенная диагональная матрица,
ε и μ – некоторые положительные постоянные.
Предположим, что вне области  < R},
R > 0, матрица .

Обозначим через  – скорость распростра-

нения электромагнитных волн. Пусть ,
, и  j – единичный вектор, ортогональный ν,

т.е. .

= ε + σ , = −μ , = .rot ( ) rot div 0t txH E E E H H

= , ,1 2 3( )E E EE = , ,1 2 3( )H H HH

σ = σ , σ ,σ1 2 3( ) diag( ( ) ( ) ( ))x x x x

Ω = ∈ 3{ | | |x xR

σ =( ) 0x

=
εμ
1c

ν = ν ,ν , ν1 2 3( )
ν = 1

⋅ ν = 0j

Для системы уравнений Максвелла (1) в одно-
родной среде ( ) существуют решения вида

(2)

в которых , а f(t) – произволь-

ная обобщенная функция. Каждое такое решение
представляет собой плоскую волну, бегущую в
направлении вектора ν, и является обобщенным
решением уравнений Максвелла для однородной
среды.

Рассмотрим задачу Коши для анизотропной
среды

(3)

в которой  и  определены фор-
мулами (2), и при этом  – некоторая гладкая
функция, такая, что  для  и .
Таким образом, ,  = 0 для
всех  при t < 0. Пусть Σ(ν) =:  =
= ct0} – плоскость, соответствующая фронту
плоской волны в момент t = 0, когда этот фронт
касается области Ω.
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РОМАНОВ

Пусть  – граница области

 и  – ее теневая часть по
отношению к потоку света, имеющего направле-
ние ν.

Ниже мы будем рассматривать задачу (3) для
трех различных векторов jk, , и соответ-

ствующих им ортогональных векторов , завися-
щих от углового параметра ϕ, а именно,

(4)

О б р а т н а я  з а д а ч а .  Найти  по функ-
циям , k = 1, 2, 3, известным для
всех , , и , где

Tk(x, ϕ) =  – t0 + δ0 и  – произволь-

ное число (возможно малое). Другими словами,
требуется найти σ(x) по заданным функциям

(5)

Обратные задачи об определении проводимости
среды, являющейся функцией одной перемен-
ной, изучались для стационарных уравнений
электродинамики в работах А.Н. Тихонова [1–4]
и Л. Каньяра [5]. Для нестационарных уравнений
теория обратных задач электродинамики с ис-
пользованием полной системы уравнений Макс-
велла была развита в работах [6–8]. Задача об
определении диэлектрической проницаемости
анизотропной среды рассмотрена в работе [9].
Изучены также бесфазовые обратные задачи об
определении диэлектрической проницаемости
по модулю вектора электрической или магнитной
напряженностей стационарного электромагнит-
ного поля (см. [10], а также обзорную статью [11]).

Для поставленной выше обратной задачи име-
ет место следующая

Т е о р е м а  1. Пусть матрица  и
равна нулю вне , а функция  имеет вид f(t) =
= , в котором  – гладкая функция клас-
са  и , а  – функция Хевисайда:

 для  и  для t < 0. Тогда инфор-
мация (5) однозначно определяет все элементы
матрицы  в области .

Основой исследования обратной задачи явля-
ется изучение структуры решения задачи (3).
Удобно при этом использовать интегро-диффе-
ренциальное уравнение для вектора .
Чтобы его найти, применим операцию rot ко вто-

= ∈ =�
3{ | | | }S x x R

Ω { }+ ν = ∈ | ⋅ ν >( ) 0S x S x

= , ,1 2 3k

νk

= , , , ν ϕ = , ϕ, ϕ , ϕ ∈ , π ,
= , , , ν ϕ = ϕ, , ϕ , ϕ ∈ , π ,
= , , , ν ϕ = ϕ, ϕ, , ϕ ∈ , π .
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рому уравнению (3) и воспользуемся первым
уравнением для исключения возникающего чле-
на . Тогда получим уравнение

(6)
Вычисляя  с помощью первого уравнения
(3), находим, что

(7)

Из равенств (6), (7) и (3) следует, что функция E
является решением задачи Коши:

(8)

Для задачи (8) справедливо следующее утвержде-
ние.

Т е о р е м а  2. Пусть для матрицы  и функ-
ции  выполнены условия теоремы 1. Тогда функ-
ция  при  представима в виде

(9)

в котором , функция  является
решением задачи Коши:

(10)

а функция  является ограниченной функ-

цией переменных x, t для  при любом

T > 0.
Уравнение (10) получается в результате под-

становки представления (9) в уравнение (8) и
приравнивания в нем нулю коэффициентов при

, начальные данные для функции

 следуют из начальных данных для функ-
ции . Функция  является ампли-
тудой функции  на фронте электромаг-

нитной волны, т.е. при . Уравнение (10)

является обыкновенным дифференциальным
векторным уравнением вдоль любого луча

, , выходящего из произвольной
точки . Для случая (4) отдельные компо-
ненты векторов ,

rot tH

−Δ + ∇ = −με − μσ .( div) ( )tt txE E E
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α2(x, ,  вычисляются в яв-
ном виде, а именно,

Эти же компоненты вычисляются по данным (5)
обратной задачи

Из этих формул следует, что известны интегралы

(11)

для всех  и .

Таким образом, правая часть равенства (11) при
каждом  известна вдоль любой прямой,

пересекающей  и имеющей направление .
Варьируя ϕ, получаем, что в каждом сечении 
плоскостью  известны интегралы по
всевозможным прямым, лежащим в этой плоско-
сти. В результате мы приходим к задаче рентгенов-
ской томографии для определения , .
Хорошо известно (см. [12–14]), что эта задача ре-
шается однозначно. Отсюда следуют теорема 1 о
единственности решения обратной задачи и алго-
ритм ее решения.
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PROBLEM OF DETERMINATION OF THE ANISOTROPIC CONDUCTIVITY
IN ELECTRODYNAMIC EQUATIONS
Corresponding Member of the RAS V. G. Romanova,b

a Sobolev Institute of Mathematics, Siberian Branch  of the Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russian Federation
b Mathematical Center in Akademgorodok, Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russian Federation

For the system of electrodynamic equations an inverse problem of determination of the anisotropic conduc-
tivity is considered. It is supposed that the conductivity is described by a diagonal matrix σ(x) =

=  and  outside of the domain , , and the per-

mittivity ε and the permeability  of the medium are positive constants anywhere in . The plain waves run-
ning from infinity and falling down on the inhomogeneity localized in  are considered. For determination
of unknown functions , ,  an information related to the vector of electric intensity is given on
the boundary S of domain . It is demonstrated that this information reduces the inverse problem to three
identical problems of X-ray tomography.

Keywords: Maxwell equations, anisotropy, conductivity, plane waves, inverse problem, tomography

ν ϕ ,( ) )k kj α , ν ϕ ,3( ( ) )k kx j

∞

α , ν ϕ , =
 μ= − σ − ν ϕ , = , , . 
 
 


0

( ( ) )

ˆ(0)exp ( ( )) 1 2 3
2

k k
k

k
k

x

cf x s ds k

j

→ ⋅ν ϕ / −
+

α ,ν ϕ , = , ϕ =: , ,ϕ ,

∈ ν ϕ , ϕ ∈ , π , = , , .
0( ( ))

( ( ) ) ( ) lim ( )

( ( )) [0 ] 1 2 3

k

k k
k k k

t x c t
k

x g x F x t

x S k

j

∞
, ϕσ − ν ϕ = − , = , , ,

μ
0

( )2( ( )) ln 1 2 3ˆ(0)
k k

k
g xx s ds k

c f

+∈ ν ϕ( ( ))kx S ϕ ∈ , π[0 ]

= , ,1 2 3k

Ω ν ϕ( )k

Ω
= constkx

σ ( )k x = , ,1 2 3k

σ , σ , σ1 2 3diag( ( ) ( ) ( ))x x x σ =( ) 0x Ω = ∈ | <�
3{ }x x R > 0R

μ �
3

Ω
σ1( )x σ2( )x σ3( )x

Ω



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


