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На практике, при статистической обработке
результатов эксперимента, нередки ситуации,
когда данные, имеющие значения ниже (или вы-
ше) какого-то определенного порога, представ-
ляются неопределенными (так называемые цен-
зурированные данные) либо вовсе не имеют зна-
чения для исследователя. Такие ситуации
возникают, в частности, в задачах надежности,
финансовых и страховых задачах, в гидрологии,
телекоммуникациях, подробнее см. монографию
[1]. Для решения статистических задач в такой
постановке не подходят классические методы
статистики, основанные на использовании всех
значений выборки, поскольку только по макси-
мальным (или минимальным) числовым значе-
ниям экспериментальных данных можно сделать
значимые выводы о хвосте распределения этих
данных. Однако модификация классических ме-
тодов статистики является одним из распростра-
ненных приемов при решении задач в описанной
постановке. Так, общепринятыми методами оце-
нивания индекса экстремального значения, клю-
чевого параметра для статистики экстремумов,
управляющего поведением максимально-устой-
чивых законов, являются метод максимального
правдоподобия, см. [2] и метод (взвешенных) мо-

ментов [3]. В этой работе мы предложим аналоги
классических критериев согласия типа омега-
квадрат и Колмогорова для проверки гипотезы
согласия с хвостом распределения, статистики
которых имеют то же предельное распределение
при верности нулевой гипотезы, что и статистики
их классических аналогов, и докажем их состоя-
тельность на широких альтернативах. Предло-
женные критерии можно использовать как для
проверки гипотезы согласия по цензурирован-
ным данным, так и для проверки этой гипотезы в
постановке статистики экстремумов.

Аналоги классических критериев согласия для
цензурированных данных, предложенные в лите-
ратуре, как правило, получены одним из двух сле-
дующих методов: либо с помощью усечения стати-
стики критерия, либо с помощью специального
преобразования данных. Первый метод был, в
частности, использован в работах [4] (для критерия
Колмогорова) и [5] (для критериев Крамера–фон
Мизеса–Смирнова и Андерсона–Дарлинга), до-
статочно полное описание этого направления мож-
но найти в монографии [6]. Например, в работе [5]
среди прочих была рассмотрена статистика

где  и  – эмпирическая функция
распределения выборки из распределения на
[0, 1], которая является обобщением статистики
Крамера–фон Мизеса–Смирнова
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В рамках второго направления выделим рабо-
ты [7, 8]. Метод построения критериев согласия в
рамках этого подхода основан на специальных
преобразованиях k максимальных (или минималь-
ных) членов вариационного ряда выборки из стан-
дартного равномерного закона  при которых
преобразованные данные совпадают по распреде-
лению с выборкой из  размера k. Предельные
распределения статистик критериев, полученных
в данном подходе, при верности нулевой гипотезы
совпадают с предельными распределениями ста-
тистик их классических аналогов.

Однако упомянутые подходы имеют свои недо-
статки. Предельные распределения статистик кри-
териев, полученных в рамках первого подхода, в
случае верности гипотезы согласия зависят от по-
рога (или порогов, как статистика ), наблю-
дения выше (или ниже) которого представляют-
ся недостоверными. Такое свойство критериев
делает их применение достаточно неудобным,
поскольку для каждого фиксированного значе-
ния порога необходимо отдельно вычислять
квантили предельного распределения для кор-
ректного применения теста. Более того, в случае
если порог случаен и, например, равен выбороч-
ной квантили высокого уровня, подход вовсе пе-
рестает работать. Работы в рамках второго подхо-
да не отвечают на вопрос, на каких альтернативах
предложенные критерии являются состоятель-
ными; кроме того, численное сравнение эффек-
тивности критериев, полученных в рамках перво-
го и второго подходов, показывает преимущество
первых, см. [8]. Отметим также, что работы, за-
трагивающие задачу проверки гипотезы согласия
в постановке статистики экстремумов – когда до-
ля используемых (или известных) максимальных
порядковых статистик выборки существенно ма-
ла, – начали появляться лишь в недавнее время,
см. [9, 10].

Пусть  – независимые одина-
ково распределенные случайные величины с не-
прерывной функцией распределения F. По анало-
гии со стандартной гипотезой согласия, опреде-
лим : F(x) = F0(x) для всех достаточно больших x
и назовем ее гипотезой согласия с (правым) хво-
стом распределения, аналогично можно опреде-
лить гипотезу согласия с левым хвостом  (буква
T в обозначении  означает связь гипотезы с
хвостом распределения). Заметим, что гипотеза

 отличается от гипотезы  x > q
статистики цензурированных (II типа) данных,
поскольку порог q в данном случае неизвестен.
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Гипотезу согласия с хвостом распределения мож-
но корректно проверить в рамках постановки
теории экстремумов: для проверки гипотезы ис-
пользуются только  максимальных по-
рядковых статистик выборки Xn, где  и

 при  см. обзор [11] критериев такого

рода. Первый критерий, проверяющий гипотезу
 для функций распределения с непрерывным

хвостом, был предложен в работе [9], там же была
доказана его состоятельность; возможность при-
менения этого критерия в дискретном случае рас-
смотрена в работе [12]. Аналог критерия согласия
типа Крамера–фон Мизеса–Смирнова для хвоста
распределения, являющийся частным случаем
предлагаемого в работе критерия типа омега-квад-
рат, был предложен в [10].

Критерии согласия для хвостов распределе-
ний, предлагаемые в настоящей работе, проверя-
ют более широкую гипотезу, чем  Определим
функцию распределения хвоста  как

Рассмотрим гипотезу  
для некоторого (неизвестного) q и обсудим ее связь
с гипотезами  и  Как легко видеть, если ги-
потеза  выполнена для некоторого q, то найдется
такая константа  что при всех x > q верно соот-
ношение  Тем самым, гипо-
теза  есть сужение гипотезы  на случай C = 1,
а  – на случай C = 1 и фиксированного q. Если
при исследовании случай  является нежела-
тельным, то его можно выявить с помощью при-
менения QQ-plot для хвостов распределений. От-
метим, что в работе [13] были построены аналоги
классических критериев согласия проверки гипо-
тезы  для фиксированного q, однако отличия ее
от гипотезы  и состоятельность предложенных
критериев авторами исследованы не были.

Напомним, что статистика критерия Колмого-
рова для проверки гипотезы согласия 
записывается в виде

где  – эмпирическая функция распределения
выборки  Предложим на ее основе статистику,
зависящую только от максимальных членов вари-
ационного ряда выборки Xn:
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и покажем, что предельное распределение стати-
стики  в случае верности гипотезы  сов-
падает с распределением Колмогорова.

Т е о р е м а  1. Пусть случайная величина  име-
ет функцию распределения Колмогорова. Предполо-
жим, что гипотеза  верна для непрерывной функ-
ции распределения . Тогда существует такое q, что

для всех последовательностей  таких, что

 и  для некоторого  при

Заметим, что, в отличие от классической по-
становки задачи статистики экстремумов, мы не

требуем выполнения условия  однако про-

верку гипотезы  стоит проводить при выпол-
нении этого условия, поскольку  заранее неиз-
вестно. Также заметим, что требование непре-
рывности  в этом случае также необязательно –
достаточно потребовать, чтобы  была непре-
рывна в окрестности крайней правой точки свое-

го носителя 
Теорема 1 показывает, что критерий

(1)

где  – -квантиль распределения Колмо-
горова, асимптотически имеет уровень значимо-
сти α; в следующей теореме обсуждается его со-
стоятельность.

Т е о р е м а  2. (i) Если для некоторого 

выполнено  при  то критерий (1) со-

стоятелен на альтернативе  неверна.
(ii) Если  и  при  то кри-

терий (1) состоятелен на более узкой альтернати-

ве   для
некоторого d > 0.

Используя ту же идею замены функций распре-
деления в статистике критерия согласия на функ-
ции распределения хвоста, введем аналог стати-
стики омега-квадрат  =  –

‒ , зависящую только от максималь-
ных порядковых статистик выборки,
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и предложим на ее основе критерий проверки ги-
потезы о пропорциональности хвостов :

(2)

где  – -квантиль предельного рас-
пределения A(ψ) статистики  при верности
гипотезы согласия, см. [15]. Напомним, что част-
ными случаями критериев типа омега-квадрат яв-
ляются критерии согласия Крамера–фон Мизе-
са–Смирнова (для ) и Андерсона–Дарлин-
га (для ). Следующие теоремы,
аналогичные теоремам 1 и 2 соответственно, утвер-
ждают, что приведенный критерий асимптотиче-
ски имеет уровень значимости  и является со-
стоятельным на широкой альтернативе.

Т е о р е м а  3. Пусть гипотеза  верна для не-
прерывной функции распределения  Тогда суще-
ствует такое q, что

для всех последовательностей k таких, что 

и  для некоторого  при 

Т е о р е м а  4. (i) Если для некоторого 

выполнено  при  то критерий (2) со-

стоятелен на альтернативе .

(ii) Если  и  при  то крите-

рий (2) состоятелен на альтернативе 

для некоторого d > 0.
Введенные в данной работе критерии согласия

для хвостов распределений проверяют гипотезу
 и являются состоятельными на альтернативе

 неверна (в постановке теории экстрему-
мов – на чуть более узкой альтернативе). Пере-
числим преимущества предлагаемых критериев
по сравнению с критериями в рамках первого и
второго подходов, рассмотренными во введении.
Во-первых, предельные распределения статистик
критериев при верности нулевой гипотезы извест-
ны и совпадают с предельными распределениями
статистик их классических аналогов (в отличие от
критериев, полученных с помощью усечения ста-
тистики критерия). Во-вторых, доказана состоя-
тельность критериев на отрицании нулевой гипоте-
зы (в отличие от критериев, полученных с помощью
преобразования данных). В-третьих, универсаль-
ность предложенных критериев позволяет ис-

0
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пользовать их также и в постановке теории экстре-
мумов. Перечисленные преимущества позволяют
надеяться, что введенные критерии будут интересны
широкому кругу исследователей как теоретической,
так и практической направленности.
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ANALOGUES OF CLASSICAL GOODNESS-OF-FIT TESTS 
FOR DISTRIBUTION TAILS
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b V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of RAS, Moscow, Russian Federation

Presented by the Academician of the RAS K.V. Rudakov

We propose the analogues of the classical Kolmogorov and omega-squared tests for goodness-of-fit testing
of distribution tails. Consistency of the proposed tests on wide alternatives is proved both in the framework of
censored data statistics and in the framework of statistics of extremes.
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