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Проводится асимптотический анализ собственных значений и собственных функций в задаче
Орра–Зоммерфельда в случае малой по определенной мере скорости основного плоскопараллель-
ного сдвигового течения в слое ньютоновской вязкой жидкости. В качестве нулевого приближения
выбираются собственные значения и соответствующие им собственные функции для состояния по-
коя в слое. Находятся явные аналитические выражения для их возмущений в линейном приближе-
нии. Показывается, что возмущения при малых скоростях основного сдвига собственных значений,
отвечающих монотонному затуханию вблизи состояния покоя в вязком слое, таковы, что вне зави-
симости от профиля скорости декремент затухания остается тем же, но появляется колебательная
составляющая, по порядку малости на единицу меньшая этого декремента.
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Численно-аналитические продвижения в иссле-
довании классических задач механики и математи-
ческой физики, к которым принадлежат известная
более ста лет задача Орра–Зоммерфельда и ее обоб-
щения, представляют теоретический и определен-
ный практический интерес [1–6]. В большинстве
исследований, связанных с нахождением соб-
ственных чисел и собственных функций в задаче
Орра–Зоммерфельда (см. обзоры в [7, 8]), анализ
велся для конкретных видов профилей невозму-
щенного течения. В основном такими профилями
служили отрезок (куэттовские течения), парабола
(пуазейлевские течения) либо их комбинация, а
также, возможно, какие-то другие отдельно вы-
бранные кривые. Ниже проводится асимптотиче-
ский анализ собственных чисел и собственных
функций в этой задаче вблизи состояния покоя

при произвольной малой скорости невозмущен-
ного плоскопараллельного течения в вязком слое.

1. Обратимся к классической в линеаризован-
ной теории устойчивости задаче Орра–Зоммер-
фельда

(1)
(2)

для функции . Как известно, задача
(1), (2) моделирует развитие во времени возмуще-
ний, наложенных на стационарное плоскопарал-
лельное сдвиговое течение с профилем продоль-
ной скорости  в плоском вязком
слое, на границах x = 0 и x = 1 которого заданы
условия прилипания к движущимся либо покоя-
щимся стенкам. Все величины в (1) и (2) безраз-
мерны, причем в размерный базис выбраны тол-
щина слоя, плотность и динамическая вязкость.
За счет такого выбора в левой части (1) отсутствует
множитель 1/Re, обычно фигурирующий в лите-
ратуре в записи уравнения Орра–Зоммерфельда.

Функция  связана с возмущением 
функции тока соотношением

(3)
где s – волновое число возмущения вдоль прости-
рания слоя (вдоль оси y),  – комплексная часто-
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та колебаний в системе, являющаяся в задаче (1),
(2) спектральным параметром. Критерий ограни-
ченности (затухания к нулю) во времени отдельной
гармоники возмущения с волновым числом  – не-
положительность (отрицательность) всех дей-
ствительных частот , , соответству-
ющих . Если гармоники при всех  ограниче-
ны (затухают к нулю), то говорят об устойчивости
(асимптотической устойчивости) сдвигового те-
чения с профилем  относительно малых воз-
мущений.

2. Обозначим через α0 собственные числа зада-
чи (1), (2) в простейшем случае , т.е. α0 –
комплексные частоты развития малых возмущений
вблизи состояния покоя в слое. Непосредственной
проверкой убедимся, что . Действительно,
при α = 0,  анализ общего решения

(4)

уравнения (1) с условиями (2) дает однородную
систему относительно , , , , имеющую
только нулевое решение.

Итак, . Тогда общее решение (1) имеет
вид

(5)

Подстановка (5) в граничные условия (2) приво-
дит к двум характеристическим уравнениям

(6)

Объединение их решений 

и , , позволяет
найти дисперсионные кривые . В силу того, что

, очевидные действительные корни 
следует исключить из рассмотрения. Пользуясь

монотонностью функций  и  на
интервалах x > 0 и x < 0, нетрудно показать, что
других действительных корней у обоих уравнений
(6) нет.

Характеристические уравнения (6) эквива-
лентны следующим двум системам относительно
действительнозначных пар  и :

(7)
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Не останавливаясь здесь на вычислительной про-
блеме отыскания всех пар решений систем (7) и
(8), отметим пары, в которых  и , т.е.

 и , где  и

 – действительные корни уравнений

(9)

соответственно (s – параметр). Таким парам со-
ответствуют два счетных набора действительных
отрицательных частот

(10)

Видно, что достаточно найти лишь положитель-
ные значения  и .

Анализ корней уравнений (9) показывает, что

(11)

где  – минимальный положительный
корень уравнения . Чем больше s, тем кор-

ни  и  ближе к левым границам своих ин-
тервалов, а чем ближе s к нулю, тем к правым.

Постоянные , , ,  в (5) связаны таким
образом, что вид собственной функции  сле-
дующий:

(12)

3. Возвратимся к задаче (1), (2) и рассмотрим
такие невозмущенные профили , что

(13)

Проведем регулярные разложения  + ...,
 + ... собственных чисел α и собствен-

ных функций задачи (1), (2) по малому параметру ε.
Здесь ϕ0 определяется выражением (12), а  и

 известны из рассмотренной ранее зада-
чи об устойчивости состояния покоя в вязком слое.

В линейном по ε приближении для функции
 имеем неоднородное уравнение с постоян-

ными коэффициентами
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(14)

(15)
где , , , а также
аналогичные (2) граничные условия

(16)
Неоднородность уравнения (14) формально не
позволяет назвать задачу линейного по ε прибли-
жения (14), (16) задачей на собственные значения
со спектральным параметром , входящим в пра-
вую часть (15).

Пользуясь (5), выпишем общее решение урав-
нения (14):

(17)

где  – какое-то из его частных решений.
Подстановка (17) в (16) приводит к неоднородной
системе линейных уравнений относительно ,

, , :

(18)

Матрица однородной системы (18) заведомо вы-
рождена (таковы корни λ характеристических
уравнений (6)). Следовательно, существует тож-
дественно нулевая нетривиальная линейная ком-
бинация левых частей четырех равенств (18) с не-
которыми постоянными , , , :

(19)

Постоянные можно выбрать следующим образом:

(20)

Равенство (19) с учетом (20) служит алгебраиче-
ским уравнением для определения линейной со-
ставляющей  возмущения собственных чисел α.

4. Перейдем к аналитическому построению
частного решения . Представим уравне-
ние (14) в операторном виде

(21)

с оператором , определенным следующим обра-
зом:

(22)

Известно (см., например, [9, с. 376]), что уравне-

ние  с известной правой частью  f име-
ет частное решение

(23)

Повторно применяя формулу (23), найдем иско-
мое частное решение уравнения (21):

(24)

После изменения порядка интегрирования по пе-
ременным  и η в двойном интеграле (24) и вы-
числения внутреннего интеграла по  получим
одинарный интеграл по η:

(25)

(26)

Подставив выбранное частное решение (25),
(26) в (19), окончательно вычислим представляю-
щую основной интерес величину α1:

(27)

где введены обозначения известных функций одного либо трех аргументов:
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Ľ

= − .
2

2
2

ˇ
a

d yL y a y
dx

=ˇ ( )aL y f x

= ξ − ξ ξ.
0

1( ) ( )sh[ ( )]
x

y x f a x d
a

ξ

Φ = η λ ξ − η − ξ η ξ.
λ  1

0 0

1 ( )sh[ ( )]sh[ ( )]
x

F s x d d
s

ξ
ξ

η

Φ = η λ ξ − η − ξ ξ η =
λ

= η λ − η −
λ λ −

− λ − η η,

 



1
0

2 2
0

1 ( )sh[ ( )]sh[ ( )]

1 ( ){ sh[ ( )]
( )

sh[ ( )]}

x x

x

F s x d d
s

F s x
s s

s x d

Φ = η λ − η −
λ −

− − η η.

1 2 2
0

1' ( ){ch[ ( )]

ch[ ( )]}

x

F x
s

s x d

λ λ − β η λ, ,η η − λ λ − β η λ, , η η
α = − ,

λ λ − γ η λ, ,η η − λ λ − γ η λ, ,η η

 

 

1 1

0 0
1 1 1

0 0

(ch ch ) ( ) ( ) ( sh sh ) ( ) ( )

(ch ch ) ( ) ( ) ( sh sh ) ( ) ( )

s s A s d s s B s d
is

s s A s d s s B s d



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 496  2021

АСИМПТОТИКИ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ В ЗАДАЧЕ 29

(28)

Проведем краткий качественный анализ гро-
моздкого выражения (27) в случае действитель-
ных отрицательных значений  (10). Им соот-
ветствуют корни , лежащие на мнимой оси. Из
(28) видно, что в данном случае функция A дей-
ствительна, а B принадлежит мнимой оси. Следо-
вательно, . Таким образом, доказано сле-
дующее

У т в е р ж д е н и е. Возмущения при малых в
смысле меры (13) скоростях основного сдвига соб-
ственных значений, отвечающих монотонному за-
туханию вблизи состояния покоя в вязком слое, та-
ковы, что вне зависимости от профиля скорости
декремент затухания остается тем же, но появля-
ется колебательная составляющая, по порядку ма-
лости на единицу меньшая этого декремента.

Подчеркнем общность при выборе скорости
основного течения. Она может быть произволь-
ной малой в смысле меры (13) функцией. Эта
общность прослеживается вплоть до финального
результата – выражений (27), (28) для возмуще-
ний собственных чисел.

5. Напомним, что в данной работе исследовались
на возмущение дисперсионные кривые , кото-
рым соответствовали только лежащие на мнимой
оси комплексной плоскости λ корни характери-
стических уравнений (6). Представляет теорети-

ческий и прикладной интерес в дальнейшем про-
вести вычислительный анализ для всех корней
уравнений (6) или эквивалентных им алгебраиче-
ских систем (7) и (8) относительно действитель-
нозначных пар  и .
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c Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russian Federation
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Presented by Academician of the RAS V. A. Sadovnichii

An asymptotic analysis of the eigenvalues and the eigen-functions is carried out in the Orr–Sommerfeld
problem in the case of small in a certain measure velocity of the main plane-parallel shear f low in a layer of a
Newtonian viscous f luid. As zero approximation, the eigenvalues and the corresponding eigen-functions are
selected for the state of rest in the layer. The explicit analytical expressions for their perturbations in the linear
approximation are obtained. It is shown that perturbations by low velocities of the main shear of the eigenval-
ues corresponding to monotonic decay near the rest in a viscous layer are such that regardless of the velocity
profile, the decay decrement remains the same, but appears oscillatory component, in order of smallness by
one less this decrement.

Keywords: Orr–Sommerfeld problem, eigenvalue, eigen-function, f low, viscous f luid, stability,  perturbation
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