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В сообщении даны ответы на вопросы, постав-
ленные А.Н. Тихомировым (в письме первому ав-
тору) о распределениях максимумов квадратичных
форм. Его вопросы привели к более общей задаче
о распределениях однородных функций. Пусть да-
ны вероятностная мера μ на линейном простран-
стве X и измеримая функция f на X, являющаяся
положительно однородной порядка α > 0, т.е.

 для всех  и t > 0. Типичные
примеры однородных функций – нормы, квадра-
тичные формы и максимумы из нескольких квад-
ратичных форм. Ограничена ли плотность рас-
пределения f относительно μ? Как оценить плот-
ность распределения максимума из нескольких
квадратичных форм? В общем случае даже для
гауссовской меры μ и нормы f индуцированная
мера  на прямой может не иметь плотность
или ее плотность может быть неограниченной око-
ло нуля. Плотность распределения может быть не-
ограниченной даже для нормы, эквивалентной

α=( ) ( )f tx t f x ∈x X

−μ �

1f

стандартной норме l2 (см. [1–3]). С другой сторо-
ны, в [2] и [3] можно найти достаточные условия
на норму, при которых распределение плотности
ограничено. Неотрицательная измеримая квад-
ратичная форма на пространстве с гауссовской
мерой  обладает ограниченной плотностью рас-
пределения при условии, что ее ранг на простран-
стве Камерона–Мартина меры  равен по край-
ней мере двум (см. [4–6]). Это аналогично случаю
распределения  с k степенями свободы: для k = 1
плотность распределения ведет себя как  около
нуля, но для k > 1 она ограничена. Распределения
гладких однородных функций от строго устойчи-
вых случайных векторов некоторого класса изуче-
ны в [7, 8].

Стандартная гауссовская мера  на  имеет
плотность

где |x| обозначает стандартную норму на . Для
борелевской функции f индуцированная мера

 на прямой определяется равенством

для всех борелевских множеств B. Интеграл от
ограниченной борелевской функции ϕ на прямой
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относительно меры  вычисляется по фор-
муле

Если  имеет плотность относительно меры
Лебега, то эта плотность называется плотностью рас-
пределения f. Она может быть вычислена как произ-
водная функции распределения  = γd(x: f(x) < t).
Мы приводим все результаты для стандартной гаус-
совской меры, но ясно, что они остаются в силе с
другими константами для произвольных гауссов-
ских мер.

Т е о р е м а  1. Пусть f – борелевская функция на
, положительно однородная порядка , при-

чем  на единичной сфере. Тогда 
имеет ограниченную плотность распределения  и

где  зависит только от α.
В качестве f можно взять функцию вида

где fj – борелевские функции на , положитель-

но однородные порядка α. Если  для

некоторого , то .
С л е д с т в и е  1. Пусть  и

где  – неотрицательно определенные квадратич-

ные формы на , причем максимум из их минималь-
ных собственных значений равен m > 0. Тогда плот-
ность распределения  функции f допускает оценку

где  зависит только от d и равняется максиму-
му плотности распределения . В частности,  

  с некоторой абсолютной постоянной .
Основная особенность этой оценки состоит в

ее независимости от числа форм. Заметим, что ес-
ли имеются случайные величины  с плот-
ностями распределения, ограниченными числом
M, то очевидным образом

−γ �

1
d f

−ϕ γ = ϕ γ . �

1( ) ( ) ( ( )) ( )d dt f dt f x dx

−γ �

1
d f

( )F t

R
d α ∈ ,(0 ]d

≥ >( ) 0f u m −γ �

1
d f
� f

− −α /≤ α ,�
1 (1 ) 2( )f C m d

α( )C

= , , ,1( ) max( ( ) ( ))pf x f x … f x

R
d

α≥( ) | |qf x m x

≤q p − −α /≤ α�
1 (1 ) 2( )f C m d

> 1d

= , , ,1max( )pf Q … Q

jQ

R
d

� f

−≤ ,�
1( )f C d m

( )C d
χ2

d f� ≤
≤ − / −1 2 1Cd m C

ξ , , ξ1 p…

< ξ ≤ + ≤

≤ < ξ ≤ + ≤ , > .
( max )

( ) 0

ii

i
i

P t t h

P t t h Mph h

Без дополнительных предположений множитель
p из этой грубой оценки неизбежен. Например,
если  независимы и равномерно распределены в

, то максимум плотности распределения их
максимума равен p. Однако неясно, что можно
сказать про плотность распределения максимума
p квадратичных форм, для каждой из которых
плотность не больше M (но нет информации о
собственных числах).

Отметим еще, что так как берется максимум из
минимальных собственных чисел, то на указан-
ную оценку не влияет добавление форм с малень-
кими минимальными собственными значениями
(хотя на само распределение это может повлиять).
Конечно, условие m > 0 не является необходимым
для ограниченности плотности, например, можно
взять  и  на . Если еще взять третью форму

 с малым ε > 0, то , но максимум не
зависит от ε. В теореме 4 рассмотрен случай, когда
все формы могут быть вырождены, но имеют не-
вырожденные сужения на общее двумерное под-
пространство.

Приведем результаты о соболевской регуляр-
ности , доказываемые с помощью методов ис-
числения Маллявэна, см. [3–5, 9].

Для знакопеременной меры  на из-
меримом пространстве Ω, разложенной в раз-
ность ее положительной и отрицательной частей,
вариация равна

Через  обозначим класс Соболева таких
функций  на прямой, что производная u
порядка k – 1 абсолютно непрерывна и .
Соболевская норма на  задается формулой

Класс  состоит из таких функций 
на прямой, что обобщенная производная u есть
ограниченная мера Du, т.е.

для всех гладких функций ϕ с компактным носи-
телем. Норма на  задается формулой

где ||Du|| есть вариация меры Du. При этом функция
u имеет версию ограниченной вариации, непре-
рывную слева, более того, для указанной версии 
ее вариация  равна ||Du|| и .
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Пространство  является замкнутым
подпространством в . Класс  с k > 1 со-
стоит из таких функций , что 

лежат в  и . Он наделяется нормой

Для функции  информация Фишера опреде-
ляется равенством

если u абсолютно непрерывна и этот интеграл ко-

нечен, где по определению полагаем  на

множестве нулей u. Информация Фишера суще-
ствует, если и только если есть такое число C, что

Квадрат минимального возможного C есть ин-
формация Фишера функции u.

Пусть f – борелевская функция на , поло-
жительно однородная порядка α.

Пусть  – плотность распределения  на

. Мы имеем

где  – число, зависящее от  и . Легко ви-
деть, что

Т е о р е м а  2. Если  п.в., то мера 
имеет такую плотность , что

где . Если

то при  плотность  принадлежит 
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Если , то  и

Информация Фишера для  допускает оценку

Правая часть конечна, если  и функция

 интегрируема на единичной сфере.

Если  и α < d, то

где . Если выпол-

нено более сильное условие , то

В частности, если α = 2 и d > 4, то
  + 1)m–2.

Приведем оценки для случая сильно вырож-
денных квадратичных форм.

Т е о р е м а  3. Пусть , где

fj(x) :=  на  с симметричными оператора-
ми Kj (не обязательно неотрицательными). Предпо-
ложим, что имеется такое подпространство L с
dimL = 3, что

Тогда .
Т е о р е м а  4. Пусть , где

fj(x) :=   на  с неотрицательными симмет-
ричными операторами Kj. Предположим, что име-
ется такое подпространство L с dimL = 2, что при

некотором  выполнены оценки 

для всех x ∈ L и . Тогда .
Рассмотрим бесконечномерный случай, кото-

рый с помощью условных мер легко выводится из
полученных выше конечномерных оценок из-за
отсутствия зависимости от размерности. Напом-
ним (см. [4, 10]), что центрированная радонов-
ская гауссовская мера γ на локально выпуклом
пространстве X есть такая внутренне компактно
регулярная борелевская вероятностная мера, что
всякий непрерывный линейный функционал f на
X является центрированной гауссовской случай-
ной величиной относительно γ. Пространство
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Камерона–Мартина H такой меры есть подпро-
странство всех векторов с конечной нормой

Известно, что H с этой нормой – сепарабельное
гильбертово пространство. Для счетной степени
стандартной одномерной гауссовской меры про-
странство Камерона–Мартина есть обычное про-
странство l2.

Будем называть γ-измеримой квадратичной фор-
мой квадратичную форму в обычном алгебраиче-
ском смысле, измеримую относительно γ. Известно,
что такая форма совпадает почти всюду с пределом
последовательности конечномерных квадратичных
форм вида

Т е о р е м а  5. Пусть γ – центрированная радо-
новская гауссовская мера на локально выпуклом
пространстве X и

где  – такие γ-измеримые квадратичные
формы на X, что имеется трехмерное подпростран-
ство L пространства Камерона–Мартина H меры

γ с  при всех h ∈ L. Тогда  имеет

плотность  ограниченной вариации с

Полученные выше оценки могут быть полезны
при исследовании различных задач, связанных с
асимптотическими свойствами квадратичных
форм, см. [11–13]. Недавние обзоры о распределе-
ниях многочленов можно найти в [14, 15]. Доказа-
тельства приведенных результатов будут опубли-
кованы в подробной статье, где рассмотрены так-
же негауссовские меры и выпуклые функции.
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We obtain broad sufficient conditions for the boundedness of distribution densities of homogeneous func-
tions on spaces with Gaussian measures. Estimates for the distribution densities of maxima of quadratic forms
are obtained.
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