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В работе рассматривается задача синтеза двух-
полюсных контактных схем [1], реализующих за-
данные булевы функции и имеющих некоторые
ограничения на структуру. (Слово “двухполюс-
ная” в дальнейшем будем опускать.) Впервые такая
задача, по-видимому, была рассмотрена в работах
К.Э. Шеннона [2, 3]. Ряд результатов, касающихся
сложности контактных схем с различными ограни-
чениями, представлены в разделе 1 обзорной рабо-
ты [4] (под сложностью контактной схемы пони-
мается число контактов в ней). Х.А. Мадатян в [5]
ввел понятие ширины контактной схемы (см. также
[4, с. 106]) и нашел асимптотику по  минимальной
сложности контактных схем ширины не более b, ре-
ализующих произвольные булевы функции от  пе-
ременных, при некоторых условиях на числа  и b.
В дальнейшем понятие ширины было определено
и рассматривалось для других классов управляю-
щих систем: схем из функциональных элементов
[6, с. 136], ветвящихся программ [7, с. 74], вычис-
лительных программ [8, с. 99; 9]. Также есте-
ственным образом можно ввести понятия шири-
ны (плоской) клеточной контактной схемы [4,
с. 111] и прямоугольной схемы [10, с. 285–286] как
одного из измерений соответствующего прямо-
угольника.

n

n
n

Ранее автором исследовались вопросы, свя-
занные с тестированием контактных схем (см.,
например, [11–13]).

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Множество контактов контактной схемы (КС)
называется ее сечением, если оно имеет хотя бы
один общий контакт с каждой несамопересекаю-
щейся цепью (НЦ), соединяющей полюсы схемы.
Сечение считается тупиковым, если после выбра-
сывания из него любого одного контакта оно пе-
рестает быть сечением [14, с. 133]. Непустое мно-
жество контактов называется пучком, если все
контакты из этого множества имеют одну и ту же
пару концов и концы каждого контакта различны.

В работе [5] вводится понятие ширины КС,
определяемое как наибольшее число контактов в
тупиковом сечении этой схемы. Несложно пока-
зать, что: а) ширина любой КС S1, представляющей
собой параллельное соединение m несамопересека-
ющихся цепей, где , равна m; б) ширина лю-
бой КС S2, представляющей собой последователь-
ное соединение p пучков, где , равна макси-
мальному количеству контактов в одном пучке.
Однако у введенного понятия ширины КС, с точ-
ки зрения автора, есть существенный недостаток,
который мы продемонстрируем на конкретном при-
мере. Рассмотрим известную КС , где , реа-
лизующую линейную булеву функцию 
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и содержащую  контактов (см. рис. 1). С ин-
туитивной точки зрения ширина этой схемы не
должна зависеть от n (если длину схемы связывать
с максимальной или минимальной длиной НЦ
между ее полюсами, а ширину считать вторым из-
мерением этой схемы), однако, как легко убе-
диться, одним из тупиковых сечений схемы 
является множество, состоящее из всех ее замыка-
ющих контактов, т.е. всех ее контактов , ..., xn.
В этом сечении содержится  контактов, сле-
довательно, ширина схемы  не меньше ,
т.е. растет с ростом n. Таким образом, приведен-
ное определение ширины КС, по мнению автора,
не всегда согласуется с интуитивным смыслом
данного понятия.

В связи с вышеуказанным введем другое поня-
тие ширины КС, которое во избежание путаницы
будем называть ее равномерной шириной. Пусть
S – КС и K – произвольный содержащийся в ней
контакт. Обозначим через  наименьшее чис-
ло контактов в тупиковом сечении схемы S, содер-
жащем контакт K, и положим W(S) = ,
где максимум берется по всем контактам K схемы S,
для которых определено значение . Величи-
ну  назовем равномерной шириной схемы S.
Величина  играет роль “локальной” шири-
ны этой схемы в окрестности контакта K.

П р е д л о ж е н и е  1. Значение  определе-
но тогда и только тогда, когда в схеме S есть хотя
бы одна НЦ между полюсами, содержащая кон-
такт K.

П р е д л о ж е н и е  2. Значение  определено
тогда и только тогда, когда полюсы схемы  не сов-
падают и в ней есть хотя бы одна НЦ между полю-
сами.

Доопределим величину  для случаев, ко-
гда полюсы схемы S совпадают или в ней нет ни
одной НЦ между полюсами, положив в каждом из
этих двух случаев .

Для любой КС S, в которой через каждый кон-
такт проходит хотя бы одна НЦ между полюсами
этой схемы (т.е. для которой значение 
определено для любого ее контакта K), величина

−4 4n

⊕
nS
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⊕
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W(S) играет роль наибольшей “локальной” ши-
рины схемы S.

Нетрудно показать, что сформулированные
выше утверждения а) и б) справедливы и при до-
бавлении перед словом “ширина” слова “равно-
мерная”. Таким образом, для указанных в форму-
лировке этих утверждений схем S1 и S2 понятия ши-
рины и равномерной ширины совпадают. Оценим
сверху равномерную ширину схемы , изобра-
женной на рис. 1.

П р е д л о ж е н и е  3. Справедливо неравенство

.

Выше было показано, что ширина схемы  рас-
тет с ростом n. Таким образом, введенное определе-
ние равномерной ширины КС при рассмотрении
схемы , с точки зрения автора, согласуется с
интуитивным смыслом понятия ширины этой
схемы, в отличие от определения ширины КС,
данного в [5].

Пусть  и  – булева функция,
где . Введем следующие обозначения:

, где минимум берется по всем КС
S, реализующим функцию f; W(n) = , где
максимум берется по всем булевым функциям f от
n переменных. По аналогии с другими подобны-
ми величинами (см., например, [14, с. 32]), назо-
вем величину W(n) функцией Шеннона равно-
мерной ширины контактных схем; она определя-
ет минимально возможную равномерную ширину
таких схем, достаточную для реализации произ-
вольной булевой функции от n переменных.

Имеет место следующая тривиальная верхняя
оценка величины W(n).

П р е д л о ж е н и е  4. Для любого 
справедливо неравенство .

Элементарной конъюнкцией (переменных из
множества ) называется выражение ви-

да , где ,  – попар-

⊕
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Рис. 1. Схема .
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но различные индексы от 1 до n и ;
при этом полагаем

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Выделим два возможных представления буле-

вой функции :

(1)
где  – элементарная конъюнкция;

(2)

где  и для любого  функция 

имеет вид либо , либо , где ,  –
элементарные конъюнкции.

Т е о р е м а  1. Для любой булевой функции 
справедливо равенство

Все верхние оценки величины  в теореме 1
доказаны конструктивно, т.е. с предъявлением
конкретных контактных схем, дающих эти оцен-
ки. При доказательстве нижних оценок той же ве-
личины используется следующая

Л е м м а  1. Пусть S – такая КС без изолирован-
ных вершин, что  и для каждого кон-
такта K данной схемы определено значение .
Тогда схема S представима в виде последовательно-
го соединения  контактных схем, где  и
каждая из этих  схем представляет собой либо
одиночный контакт, либо параллельное соединение
двух НЦ.

Т е о р е м а  2. Для любого  справедли-
во равенство , причем доля тех бу-
левых функций f от n переменных, для которых

, стремится к 1 при .
Теорема 2 несложным образом вытекает из

теоремы 1 и следующей леммы.

Л е м м а  2. Для любой булевой функции ,
, представимой в виде (2) и отличной от кон-

станты 1, существуют такие различные индексы

 и такие , что данная функ-
ция при подстановке вместо переменных xi и xj зна-
чений соответственно α и β становится равна
тождественному нулю.
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ON IMPLEMENTATION OF BOOLEAN FUNCTIONS BY CONTACT CIRCUITS
WITH CONSTANT UNIFORM WIDTH

K. A. Popkova

a Keldysh Institute of Applied Mathematics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS B.N. Chetverushkin

We introduce a term of uniform width of a contact circuit. For each Boolean function, we find a minimal pos-
sible value of uniform width of a contact circuit implementing this function. We prove constructively that this
value does not exceed 3. We also establish that, for almost all Boolean functions on n variables, it equals 3.

Keywords: contact circuit, Boolean function, uniform width
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