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жения равновесия при наличии вибрирующей точки подвеса могут быть неустойчивыми, что соот-
ветствует существованию фокусных особенностей в указанной модели.
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Настоящее сообщение посвящено топологиче-
скому анализу положений равновесия динамиче-
ски симметричного твердого тела в однородном
поле силы тяжести. Как известно [1, 2], нахожде-
ние точек ранга ноль, исследование их невырож-
денности и типа является первым этапом анализа
фазовой топологии любой вполне интегрируемой
гамильтоновой системы. Одна из точек тела, лежа-
щая на оси симметрии (точка подвеса), совершает
высокочастотные периодические или условно-
периодические колебания (вибрации) малой ам-
плитуды. Из-за наличия вибраций точки подвеса
дифференциальные уравнения движения твердо-
го тела, описывающие его ориентацию относи-
тельно системы координат, явно зависят от вре-
мени. В работах А.П. Маркеева [3, 4] указано пре-
образование, приводящее исходные уравнения
движения, записанные в форме уравнений Эйле-

ра–Пуассона, к приближенной системе относи-
тельно новых переменных, которая также имеет
форму уравнений Эйлера–Пуассона, но не зави-
сит явно от времени. Оказывается, что получен-
ная система дифференциальных уравнений явля-
ется вполне интегрируемой по Лиувиллю гамиль-
тоновой системой с двумя степенями свободы. В
данной работе мы подвергаем полученную систе-
му топологическому анализу и наглядно демон-
стрируем проблемы исследования устойчивости
положений равновесия на основе определения
типа особенностей [5].

Для динамически симметричного твердого те-
ла, когда центр тяжести лежит на оси динамиче-
ской симметрии, соответствующая система диф-
ференциальных уравнений имеет вид обобщен-
ных уравнений Кирхгофа

(1)

с функцией Гамильтона

(2)

Здесь через  и  обо-
значены вектор кинетического момента и еди-
ничный орт вертикали в системе главных осей,
жестко связанных с твердым телом и проходящих
через точку закрепления. Параметры a, b и c,
cогласно [3, 6], имеют явный физический смысл.
Параметр a связан с расположением центра масс
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вдоль вертикальной оси и в дальнейшем для кон-
кретного исследования знак параметра a предпо-
лается фиксированным. Параметр b характеризу-
ет разность усреднений квадратов проекций ком-
понент вектора скорости точки подвеса на оси OX
и OZ в системе координат  с началом в точ-
ке подвеса, который может принимать как поло-
жительные, так и отрицательные значения. Поло-
жительный параметр c характеризует отношение
главных компонент тензора инерции динамиче-
ски симметричного твердого тела.

Уравнения (1) могут быть представлены в га-
мильтоновом форме

со скобкой Ли–Пуассона, соответствующей ал-
гебре Ли ,

(3)

Скобка Ли–Пуассона (3) является вырожден-
ной, она обладает двумя функциями Казимира,
коммутирующими относительно структуры (3) с
любой функцией от :

Фазовое пространство  задается в виде каса-
тельного расслоения  к двумерной сфере 

Система (1) допускает один дополнительный
первый интеграл движения – интеграл Лагранжа

Функция F вместе с гамильтонианом H обра-
зуют на  полный инволютивный набор интегра-
лов системы (1). Согласно теореме Лиувилля–
Арнольда, регулярная поверхность уровня первых
интегралов вполне интегрируемой гамильтоновой
системы представляет собой несвязное объедине-
ние торов, заполненных условно-периодически-
ми траекториями. Определим интегральное отоб-
ражение , полагая (f, h) =  =
= (F(x), H(x)). Отображение  принято также на-
зывать отображением момента. Обозначим через

 совокупность всех критических точек отображе-
ний момента, т.е. точек, в которых  < 2.
Множество критических значений 
называется бифуркационной диаграммой. Цель
настоящей публикации состоит в определении и
исследовании типа особенностей ранга ноль отоб-
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ражения момента, которым соответствуют поло-
жения равновесия.

1. НЕОБХОДИМЫЕ ПОНЯТИЯ
И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

В этом разделе мы приводим результаты, каса-
ющиеся аналитической классификации типов
критических точек ранга ноль. Напомним неко-
торые факты и определения, связанные с поняти-
ем типа критической точки в интегрируемой си-
стеме [1].

Пусть  – симплектическое многообразие.
Любой гладкой функции  сопоставляет-
ся гамильтоново векторное поле на , обозначае-
мое . Скобки Пуассона, порожденные сим-
плектической структурой, обозначаем через , так
что дифференциальные уравнения системы 
имеют вид

Пусть  и гамильтонова система 
имеет n функционально независимых первых инте-
гралов

в инволюции ( ). Точка  называет-
ся критической ранга , если ранг системы
векторов  в точке  равен k. Введем поня-
тие типа критической точки, следуя [1].

Рассмотрим критическую точку  ранга 
( ). Пусть далее в этом разделе индекс i про-
бегает множество 1, …, m. Линейной заменой c
постоянными коэффициентами системы функ-
ций  можно добиться того, чтобы точка ξ
была критической для каждой из функций Fi и ре-
гулярной для всех остальных. Тогда 
и линеаризация этого поля в точке ξ есть сим-
плектический оператор . Линей-
ная оболочка  таких операторов есть подал-
гебра в алгебре всех симплектических операторов
на .

О п р е д е л е н и е  1 [1]. Точка ξ называется
н е в ы р о ж д е н н о й  к р и т и ч е с к о й  т о ч -
к о й  ранга , если  есть подалгебра Кар-
тана, что равносильно следующим требованиям:

1) симплектические операторы  линейно не-
зависимы ;

2) существует оператор , у которого все
собственные числа различны.

Напомним, что собственные числа симплек-
тического оператора разбиваются на группы: па-
ры чисто мнимых , пары вещественных ±α и
четверки комплексных  ( ). Для опе-
ратора  в проекции на корневые подпростран-

3
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ства таких групп поле  имеет соответствен-
но центр, седло или фокус. Оператор  с
различными собственными числами называется
регулярным элементом. Выбрав в невырожден-
ной точке регулярный элемент, обозначим через

 соответственно количество центров, се-
дел и фокусов . От выбора ре-
гулярного элемента эти целые неотрицательные
числа не зависят.

О п р е д е л е н и е  2 [1]. Четверка , m2,
m3) называется т и п о м  невырожденной крити-
ческой точки ξ.

Для систем с двумя степенями свободы часто
используются следующие наглядные обозначе-
ния и названия. Точки ранга ноль типа (0, 2, 0, 0)
называются точками типа центр-центр, типа (0, 1,
1, 0) – центр-седло, типа (0, 0, 2, 0) – седло-седло,
наконец, точки типа (0, 0, 0, 2) называются точка-
ми типа фокус-фокус.

2. ПОЛОЖЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ – 
КРИТИЧЕСКИЕ ТОЧКИ РАНГА НОЛЬ 

ОТОБРАЖЕНИЯ МОМЕНТА

Для гамильтониана (2) существуют два поло-
жения равновесия (критические точки ранга 0
отображения момента ), которые имеют в 
следующие координаты:

Положениям равновесия отвечают стационарные
вращения твердого тела вокруг оси симметрии с по-
стоянной угловой скоростью. Соответствующие
значения постоянных первых интегралов опреде-
ляют две точки P± на плоскости :

Следующая теорема дает ответ, когда обе точ-
ки P± будут изолированными точками бифурка-
ционной диаграммы.

Т е о р е м а  1. Изолированным точкам P± би-
фуркационной диаграммы для случая Лагранжа с
вибрирующей точкой подвеса в тех случаях, когда
они имеются, т.е. при

отвечают особенности типа фокус-фокус (0, 0, 0, 2)
в .

sgrad iF
∈ ( )a A ξ

, ,1 2 3m m m
= + +1 2 3( 2 )m m m m

− , 1(n m m

^ 3

±: = = γ = γ = , = ± , γ = ± .�1 2 1 2 3 30 1M M Mξ

,2( )f hR

+ −
= = − ,  : : = + − , = − −  

� �

� �
2 21 1 .

2 2 2 2

f f
P Pb bh c a h c a

+

−

< −
< − +

�

�

2

2

4( ) ( )

4( ) ( )

a b для P

и a b для P

3

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим систему (1)
с гамильтонианом (2) в явном виде

(4)

Для этой системы точки  являются положения-
ми равновесия. Рассмотрим линеаризацию си-
стемы (4) в точках . Выберем в окрестности ука-
занных точек в  локальные координаты ,
γ1, γ2 и линеаризуем систему (4) в окрестности этих
точек. Получим следующие системы (верхний
знак соответствует линеаризации в окрестности
точки , а нижний знак – в окрестности точки ):

(5)

Тогда матрицы  систем (5) имеют вид мат-
риц размера 4 × 4:

Характеристические уравнения для матриц 
запишутся в виде

(6)

где

Cобственные значения матриц , которые
являются корнями характеристического уравне-
ния (6), имеют вид

где

При условии, сформулированном в теореме для
точек бифуркационной диаграммы P±, т.е. при

 и , числа α и β веще-
ственные. Более того, когда α и β отличны от нуля,
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то все четыре собственных значения действительно
различны, а следовательно, особенности  невы-
рождены и имеют тип фокус-фокус (0, 0, 0, 2) в .

З а м е ч а н и е  1. Конечно, при некоторых зна-
чениях  и c собственные значения могут быть крат-
ными. Так, например, происходит при  = 0,

 или при . При 

изолированная точка P+ на бифуркационной диа-
грамме оказывается на границе образа отображе-
ния момента. В момент попадания на эту границу
точка становится вырожденной, а затем, по мере
роста , т.е. когда  становится больше, чем

, точка P+ меняет тип с фокус-фокус на
центр-центр, т.е. “верхнее положение”  становит-
ся устойчивым положением равновесия. Такой
вывод согласуется с результатом, полученным ра-
нее другим классическим методом в работе Мар-
кеева [6]. Рассмотрим “нижнее положение” равно-
весия , которому соответствует на бифуркацион-
ной диаграмме точка P–. При значениях параметра
интеграла площадей  больше, чем , по-
ложение равновесия устойчиво, что соответству-
ет особенности типа центр-центр. В момент, ко-
гда , точка P– все еще остается устой-
чивым положением равновесия, но особенность
уже вырожденная, а вот при уменьшении интеграла
площадей, т.е. когда , точка P– стано-
вится изолированной особенностью, меняя тип с
центр-центр на фокус-фокус, что ведет к тому, что
“нижнее положение”  становится неустойчивым
положением равновесия.

При  или при  тип особенности со-

храняется. Для этого необходимо заменить га-
мильтониан H на новый гамильтониан  в виде
линейной комбинации , для которого
по-прежнему имеем в точках  особенность ранга 0.
Для такого нового гамильтониана  все собствен-
ные значения характеристического уравнения ли-
неаризованной системы станут вновь различны-
ми, и мы возвращаемся в предыдущую ситуацию
общего положения.

З а м е ч а н и е  2. Отметим также случай, когда
изолированные точки P+ и P– на бифуркацион-
ной диаграмме могут совпадать. Это происходит
при нулевом значении интеграла площадей  и
a = 0; , т.е. когда центр масс помещен в нача-
ло системы координат, связанным с твердым те-
лом, но при этом параметр b, который отвечает за
воздействие на точку подвеса вибрирующего по-
тенциала, должен быть отрицателен. Это ведет к
существованию почти торической интегрируе-
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мой системы с двойным pinched тором в прообра-
зе изолированного критического значения P+ =

= P– =  отображения момента [7].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрены положения равновесия
динамически симметричного твердого тела с виб-
рирующей точкой подвеса, но в отличие от клас-
сического подхода, использованного в [6] при ис-
следовании устойчивости “верхнего положения”
равновесия, анализ типа особенностей отображе-
ния момента позволил установить соотношения,
при которых “нижнее положение” равновесия
теряет устойчивость. Уникальным также является
появление двойного pinched тора в рассматривае-
мой механической системе.
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ON THE EXISTENCE OF FOCUS SINGULARITIES IN ONE MODEL 
OF A LAGRANGE TOP WITH A VIBRATING SUSPENSION POINT
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Presented by Academician of the RAS V.V. Kozlov

In this paper, we consider a completely integrable Hamiltonian system with two degrees of freedom that de-
scribes the dynamics of a Lagrange top with a vibrating suspension point. The results of the study of the prob-
lem of stability of equilibrium positions are clearly presented. As it turned out, both equilibrium positions in
the presence of a vibrating suspension point can be unstable, which corresponds to the existence of focus sin-
gularities in the specified model.
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