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Дается описание интерполяционных про-
странств для пространств функций положительной
гладкости на области G евклидова пространства ,
удовлетворяющей условию гибкого конуса. В каче-
стве следствия получены мультипликативные
оценки норм функций. Рассмотрения основаны на
интегральных представлениях функции по гибкому
конусу через ее локальные приближения много-
членами и на оценках возникающих операторов
свертки.

Пусть  – множество натуральных чисел;
; ;   – n-мерное евклидо-

во пространство точек ; все рассмат-
риваемые функции локально суммируемы на об-
ласти своего определения.

О п р е д е л е н и е  1. Область  будем на-
зывать о б л а с т ь ю  с  у с л о в и е м  г и б к о г о
к о н у с а , если при некоторых ,  для
любого x ∈ G существует кусочно гладкий путь

(1)

такой, что

Будем пользоваться следующими обозначени-
ями. Везде далее символом G обозначается об-
ласть в  с условием гибкого конуса, не совпада-
ющая с ,  при δ > 0.
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При , ,  положим

χ – индикатор шара , 

 = =  при  

 = esssup|t–sϕ(t)|, .
При   – лебегово пространство

определенных на открытом множестве 

функций с нормой  Lp =

= . Все рассматриваемые функции f и про-
изводные Dαf локально суммируемы на области
своего определения.
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При  положим

З а м е ч а н и е  1. Локальное  приближение
|| f –  функции f проекционным
многочленом из  эквивалентно ее наилучше-
му приближению в  с помощью много-
членов из .

О п р е д е л е н и е  2. При  , ,
 символами ,  обозначим

банаховы пространства определенных на G функ-
ций с конечными нормами соответственно:

(2)

(3)

где  достаточно мало и в случае 

с обычной модификацией при  или 
З а м е ч а н и е  2. Эквивалентные нормы в про-

странствах ,  можно задать через раз-
ности функций вместо локальных приближений,
см. [1]. Доказательство эквивалентности имеется
также в [4]. Отметим еще, что при натуральных s
и q = 2 пространства  совпадают с про-

странствами Соболева , см. [1].
Через ,  будем обозначать ин-

терполяционные пространства между банаховы-
ми пространствами A0 и A1, получаемые соответ-
ственно методами вещественной и комплексной
интерполяции. Следующая теорема хорошо из-
вестна в случае , см. [2, 3]. Для области  с
“усиленным условием конуса” она приведена в [1].
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Тогда при указанных в формулах дополнительных
ограничениях справедливы интерполяционные ра-
венства:

(4)

(5)

(6)

(7)

а также при  следующие три
равенства:

(8)

(9)

(10)

Одно из свойств интерполяционных пространств
состоит в оценке (см. [2, теорема 1.3.3])

Поэтому из теоремы 1 вытекает
С л е д с т в и е  1. При соотношениях парамет-

ров, указанных в теореме 1, справедливы мульти-
пликативные оценки

Эти мультипликативные оценки для области G
менее общего вида являются следствием интер-
поляционной теоремы из [1].

Основой рассмотрений служит интегральное
представление функции, являющееся аналогом
интегральных представлений из [1]. Приведем его.

Пусть   при  

при   

(11)

, θ, ,, , =
≠ = ,

0 1

10

0 1

( ( ) ( )) ( )
( )

s s s
p q r p rp qB G B G B G

s s или r q

, θ, ,, , =
= , , < ∞ ,

0 1

1 10 0

0 1

( ( ) ( )) ( )
( )

s s s
p q q p qp qB G B G B G

p q q q

, θ ,, , = < ∞ ,0 1

1 10 0 [ ] 0( ( ) ( )) ( )( )s s s
p q p qp qB G B G B G q

θ, ,, =
≤ < < ∞ ,

0 1

0 1

( ( ) ( )) ( )
( 0 )

s s s
p p r p rW G W G B G

верно и при s s

< , , , , , < ∞0 1 0 11 p p p q q q

, θ, , ,, , = =
≠ = ,

0 1

1 10 0

0 1

( ( ) ( )) ( ) ( )
( )

s s s s
p q p p p p pp qL G L G L G B G

s s или p q

, , θ, ,, = ,
0 1

( ( ) ( )) ( )s s s
p q p q p p qL G L G L G

, θ ,, , = .0 1

1 10 0 [ ]( ( ) ( )) ( )s s s
p q p qp qL G L G L G

! θ,

−θ θ
, θ,≤ ,

< θ < , ≤ ≤ ∞.
0 0 1

1
( )|| || || || || ||

0 1 1
rA A r A Aa C a a

r

−θ θ
, ,,≤ ,0 1

1 10 0

1
| ( ) | ( ) | ( )s s s

p r p qp qf B G C f B G f B G

−θ θ
, ,,≤ .0 1

1 10 0

1
| ( ) | ( ) | ( )s s s

p r p qp qf L G C f L G f L G

∞ϑ∈ ,( )C R ϑ =( ) 0u ≤ −δ,u ϑ =( ) 1u

≥ δ,u τ, τ ∈ ,1 R
κ< δ <0 ,
3

n

− ω , τ = ϑ − τ , − ! 

ω , τ = ,

ξ , τ = ϑ − τ = η , τ ,
− !



1
( ) ( )

( 1)
так что ( ) 1

( ) '( ) ( )
( 1)

k k

k

k

d uu u
kdu

u du

uu u u u
k



10

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 495  2020

БЕСОВ

(12)

При t > 0, 

Заметим, что

Отсюда и из (12) имеем

(13)

где ζ(k) означает производную порядка k по перво-
му аргументу.

Для   введем усреднения

где
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где , .
Применив формулу Ньютона–Лейбница на

отрезке , получим при 

(14)

где равенство понимается в смысле сходимости в
 и почти всюду. Здесь Di означает произ-

водную по i-й координате первого векторного ар-
гумента функции.

Запишем интегральное представление (8) в ви-
де произведения двух операторов: .
Введем для этого некоторые обозначения.
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Положим
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(21)

Доказательство теоремы 1 с помощью теоремы
о ретракции сводится к интерполяционным тео-
ремам для весовых пространств банаховозначных
последовательностей и пространств Lp банахо-
возначных функций. Эта схема применялась в слу-
чае , при этом операторы коретракции и
ретракции строились с помощью гармонических
разложений функции. В рассматриваемом случае
такой способ невозможен. Коретракция и ретрак-
ция строятся здесь с помощью интегральных
представлений функций.

О п р е д е л е н и е  4 (см. [2]). Банахово про-
странство Y называется р е т р а к т о м  б а н а х о -
в а  п р о с т р а н с т в а  X, если существуют линей-
ные непрерывные операторы  (ретрак-
ция) и  (коретракция) такие, что IY = 
является тождественным оператором.

Т е о р е м а  2. Пусть G – открытое множество
с условием гибкого конуса. Пространства

являются ретрактами соответственно пространств

При этом операторы  (коретракции) и  (ре-
тракции) задаются формулами (15), (16).

Т е о р е м а  3. Пусть  – банаховы про-
странства,

Тогда при указанных в формулах дополнительных
ограничениях справедливы интерполяционные ра-
венства:

(22)

(23)

(24)

(25)
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(26)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательства ра-

венств (25), (26) приведены в [2, 3]. Равенства
(22)–(24), вероятно, также известны. Отметим, что
равенство (22) можно доказать, повторяя доказа-
тельство теоремы 1.18.2 из [2], установленной для
пространств векторнозначных последовательно-
стей. Доказательство равенств (23), (24) сводится к
теореме 1.18.2 из [2] (об интерполяции пространств
векторнозначных последовательностей) с помо-
щью следующей перенормировки:

Доказательство равенств (4)–(6), (8)–(10) теоре-
мы 1 следует из теорем 2 и 3.

Доказательство (7) проводится по плану, при-
нятому в [3].
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