
5

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2020, том 495,
с. 5–7

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ НЕСЕПАРАБЕЛЬНЫХ 
ПЕРЕСТАНОВОЧНО-ИНВАРИАНТНЫХ ПРОСТРАНСТВ

© 2020 г.   С. В. Асташкин1,*, Е. М. Семенов2,**
Представлено академиком РАН С.В. Кисляковым 21.07.2020 г.

Поступило 21.07.2020 г.
После доработки 21.07.2020 г.

Принято к публикации 25.09.2020 г.

Пусть E – несепарабельное перестановочно-инвариантное пространство и E0 – замыкание множе-
ства ограниченных функций в E. Работа посвящена изучению элементов пространства E, ортого-
нальных подпространству E0, т.е. таких x ∈ E, что  для любого .
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≤ +E Ex x y ∈ 0y E

1. Банахово пространство E измеримых на [0, 1]
функций называется перестановочно-инвари-
антным (кратко r.i.), или симметричным, если

1) из  для всех  и  следу-
ет  и ;

2) из равноизмеримости функций  и  (это
означает, что

для каждого τ > 0, где mes – мера Лебега на [0, 1])
и  следует, что  и  [1, 2].

Следуя [1], будем предполагать, что r.i.-про-
странство E сепарабельно или сопряжено к сепа-
рабельному пространству. Кроме того, без огра-
ничения общности можно считать, что  = 1,
где χe – характеристическая функция измеримого
подмножества e ⊂ [0, 1]. Тогда  и

 для любого  и каждого
r.i.-пространства E. Через E0 обозначается замы-
кание L∞ в r.i.-пространстве E. Если , то E0 –
сепарабельное r.i.-пространство. Для сепарабель-
ности r.i.-пространства E необходимо и достаточ-
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но, чтобы норма любой функции из E была абсо-
лютно непрерывна, т.е.

Это условие эквивалентно равенству

где x* – функция, равноизмеримая с  и не воз-
растающая на .

Двойственное к r.i.-пространству E простран-
ство  состоит из всех измеримых функций y, для
которых конечна норма

Пространство  также является r.i.-простран-
ством. Если E сепарабельно, то  совпадает с со-
пряженным пространством E*. Естественное
вложение E в  изометрично.

Приведем примеры r.i.-пространств. Есте-
ственным обобщением пространств 
являются пространства Орлича. Пусть  – не-
прерывная выпуклая возрастающая функция на
[0, ), , . Пространство Орлича
LM состоит из всех измеримых на [0, 1] функций,
для которых конечна норма Люксембурга

→
χ = .
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АСТАШКИН, СЕМЕНОВ

В частности, если , то . Про-
странство LM сепарабельно тогда и только тогда,
когда  для некоторого C > 0 и всех
достаточно больших u.

Обозначим через Ω множество непрерывных
возрастающих вогнутых на [0, 1] функций  таких,

что , , . Пространство

Лоренца  состоит из всех измеримых на [0, 1]
функций, для которых

Каждое пространство Лоренца сепарабельно, и
сопряженным к пространству Лоренца  явля-
ется пространство Марцинкевича  с нормой

Всякое пространство Марцинкевича несепара-
бельно, и  с совпадением норм.

Пусть F – банахово пространство и F1 – под-
пространство F. Элемент x ∈ F будем называть ор-
тогональным множеству F1, если 
для любого . В соответствии с этим опреде-
лением элемент  из несепарабельного r.i.-про-
странства E ортогонален подпространству , ес-
ли  для любого .

Множество ортогональных элементов 
является важной характеристикой несепарабель-
ного r.i.-пространства E. Настоящая работа по-
священа изучению этого интересного множества,
обладающего весьма необычными свойствами.
Все приведенные выше результаты содержатся в
монографиях [1–4].

2. Множество  было введено в статье [5].
В частности, в [5] показано, что  совпадает с
множеством тех x ∈ E, для которых ||x||E = 
для любого . Там же доказано, что 
неустойчиво относительно эквивалентных пре-
образований в классе r.i.-пространств. А именно,
справедлива

Т е о р е м а  1 [5]. Пусть E – несепарабельное
r.i.-пространство и ε > 0.

1. Существует такая r.i.-норма  на E, что
 для всех x ∈ E и в r.i.-про-

странстве  не существует ортогональных
элементов.

2. Если , то найдется такая эквива-
лентная r.i.-норма  на E, что .

=( ) pM u u =M pL L

≤(2 ) ( )M u CM u

ϕ

ϕ =(0) 0 ϕ =(1) 1
→

ϕ = ∞
0

( )lim
t

t
t

Λ ϕ( )

Λ ϕ := ϕ < ∞.
1

( )
0

*( ) ( )x x t d t

Λ ϕ( )
ϕ( )M

ϕ < ≤
:= .

ϕ ( ) 0 1
0

1sup *( )
( )

s

M s
x x t dt

s

ϕ = Λ ϕ'( ) ( )M

≤ +F Fx x y
∈ 1y F

x
0E

≤ +E Ex x y ∈ 0y E

( )E2

( )E2

( )E2

,τχ(0 )*
E

x
τ ∈ ,(0 1) ( )E2

⋅ 1

≤ ≤ + ε1 (1 )E Ex x x
, ⋅ 1( )E

∈ 0\x E E
⋅ 2 ∈ , ⋅ 2( )x E2

В следующих двух теоремах показано, что в
любом пространстве Марцинкевича и каждом не-
сепарабельном пространстве Орлича с ранее вве-
денными нормами существуют ортогональные
элементы, а также получен критерий принадлеж-
ности заданной функции множеству ортогональ-
ных элементов.

Т е о р е м а  2. Пусть LM – несепарабельное про-
странство Орлича и x ∈ LM. Тогда , если
и только если

для любого .
Заметим, что

для любого x ∈ LM ([3], 2.9.21).
Т е о р е м а  3. Пусть  и . Для то-

го чтобы , необходимо и достаточно су-
ществование такой последовательности , что

Приведенная выше теорема 1 говорит о неустой-
чивости множества  относительно эквивалент-
ных r.i.-преобразований нормы. Однако множество

 устойчиво в другом смысле.
Т е о р е м а  4. Пусть E – несепарабельное r.i.-про-

странство, содержащее ортогональные элементы,
. Если 0 – точка плотности измери-

мого множества , то .
Предположение о том, что 0 есть точка плот-

ности множества , в теореме 4 существен-
но. Тем не менее, справедлива

Т е о р е м а  5. Пусть  удовлетворяет до-
полнительному условию

и ε > 0. Тогда существуют такие 
и множество , что внешняя плотность e в 0
меньше  и .

Если несепарабельное r.i.-пространство E со-
держит ортогональные элементы, то для любого
ε > 0 существует подпространство E, порожден-
ное дизъюнктными функциями, которое (1 + ε)-
изоморфно пространству c0.
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ORTOGONAL ELEMENTS IN NON-SEPARABLE 
REARRANGEMENT INVARIANT SPACES
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Presented by Academician of the RAS S.V. Kislyakov

Let E be a non-separable rearrangement invariant space and let E0 denote the closure of the set of all bounded
functions in E. We study elements of E orthogonal to the subspace E0, i.e., elements x ∈ E such that

 for any .
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orthogonal elements
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