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Пусть  – множество всех измеримых по Ле-
бегу функций на ,  – конус
всех неотрицательных функций.

Пусть  и . Рассмат-
ривается задача о характеризации билинейного
неравенства

(1)

где

(2)

есть двумерный прямоугольный оператор Харди.

Характеризация билинейных весовых нера-
венств с одномерными операторами изучалась в
[1, 2] как дополнение и иллюстрация некоторых ре-
зультатов о мультилинейных неравенствах [3, 4].
Билинейные неравенства на полуоси с более общи-
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ми операторами Вольтерра Ri f(x) = ,

i = 1, 2, характеризованы в [5, 6], а с операторами
Харди–Стеклова в [7, 8].

В работах [9–12] дана полная характеризация
многомерных билинейных весовых неравенств
вида

где  – шар радиуса |x| с центром в начале ко-
ординат.

Для характеризации билинейных весовых не-
равенств (1) мы будем использовать известные
критерии для двумерных весовых неравенств
Харди

(3)

и аналогичные результаты с двойственным опе-
ратором

(4)

которые содержатся в [13–15].
В отличие от одномерной теории неравенство (3)

исследовано значительно меньше. Общий резуль-
тат, т.е. двусторонняя оценка наилучшей кон-
станты C интегральным функционалом, представ-
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лен в работе E. Сойера [13] лишь при .
В работах [14, 15] представлены критерии при

 и , но при условии, что
одна из двумерных весовых функций факторизу-
ется, т.е. берется в виде произведения двух одно-
мерных. Поэтому наши основные результаты
(разд. 1), характеризующие неравенство (1), име-
ют соответствующие ограничения.

Всюду в работе произведения вида  пола-
гаются равными 0. Соотношение  означает

 с константой c, зависящей только от парамет-
ров суммирования; A ≈ B равносильно .

Если , то . При 

полагаем , χΩ обозначает характеристи-

ческую функцию (индикатор) множества .

1. БИЛИНЕЙНЫЕ ВЕСОВЫЕ НЕРАВЕНСТВА

Характеризация неравенств (1) существенно
зависит от соотношений между параметрами сум-
мирования . Выделим основные
зоны.

З о н а  I .  В этом случае мы находим точный
критерий выполнения неравенства (1) в случае,
когда одна из весовых функций  или  фактори-
зуется. Таким образом, с учетом замены в нера-
венстве (1) одного или обоих операторов I2 на ,
возникает восемь вариантов. Мы дадим описание
одного из них, остальные – аналогично.

Пусть , , i = 1, 2,

Т е о р е м а  1. Пусть  и
. Тогда наилучшая константа C в неравен-

стве (1) допускает оценку ,

(5)
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З а м е ч а н и е. Если второй вес также факто-
ризован, т.е.

то выражение для константы (5) упрощается:

(6)

где

З о н а  I I .  Будем считать, что обе весовые
функции  и  факторизованы, т.е. ,

. Тогда имеет место

Т е о р е м а  2. Пусть <
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a) 
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СТЕПАНОВ, ШАМБИЛОВА

З о н а  III. В этой части мы предполагаем, что
все три веса факторизованы, т.е. u(t1, t2) = ,
и аналогично для , . Обозначим

Т е о р е м а  3. Пусть , и

, i = 1, 2. Тогда C ≈ .

a) Если , то

б) Если , , то
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BILINEAR WEIGHTED INEQUALITIES 
FOR THE TWO-DIMENSIONAL OPERATORS

Corresponing Member of the RAS V. D. Stepanova and G. E. Shambilovab

a Steklov Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
b Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Moscow Region, Russian Federation

A characterization of two-dimensional rectangular Hardy operators in bilinear inequalities in weighted
Lebesgue spaces is given.
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