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Расчет внутреннего течения вязкой несжимае-
мой жидкости является важной задачей динамики
сплошных сред. Такие расчеты широко применя-
ются при решении многих прикладных задач.
Примером такого применения служит проблема
очистки водной среды от примесей тяжелых ме-
таллов электромагнитным способом. Для моде-
лирования процесса очистки в этом случае при-
меняется гидродинамическая модель на основе
уравнений Навье–Стокса, дополненная уравне-
ниями электростатики и конвекции-диффузии.
Цель решения – получение распределения поля
скоростей водной среды и расчет эволюции рас-
пространения примесей при управлении магнит-
ным полем. В случае плоской или аксиально-
симметричной геометрии гидродинамическая
часть задачи решается в переменных функция то-
ка – вихрь [1, 2]. Это позволяет избежать извест-
ных недостатков постановки в естественных пе-
ременных (скорость–давление) [3]. Также данная
методика позволяет уменьшить число зависимых
переменных: вместо двух координат скорости и
функции давления здесь имеем две скалярные пе-
ременные. Во многих источниках отмечается от-
сутствие эффективного обобщения подобного
метода на трехмерный случай. Однако это воз-

можно [3] и достигается путем введения вектор-
ного потенциала и вектора вихря. При этом не-
тривиальным становится постановка граничных
условий для векторного потенциала, которые
оказывают определяющее влияние на результи-
рующий вид потока [3]. Для преодоления пробле-
мы постановки граничных условий при расчетах
внутреннего течения несжимаемой жидкости в ра-
ботах [4–6] был разработан метод двойного потен-
циала, который применяется и в данной работе.

Для моделирования течения вязкой несжима-
емой жидкости будем основываться на системе
уравнений Навье–Стокса и условии несжимае-
мости [7], в безразмерной постановке имеющих
следующий вид:

(1)

(2)

где u – вектор скорости,  – производная по време-

ни,  – число Рейнольдса, Δ – оператор

Лапласа,  – оператор Гамильтона, p – давление,
– характерная скорость потока,  – плотность

среды,  – гидравлический диаметр, η – коэффи-
циент динамической вязкости среды.

Cистема уравнений (1), (2) дополняется соот-
ветствующими граничными и начальными усло-
виями.
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Далее по методикам [3–6] производится пере-
ход к переменным (A, , ), где A – векторный
потенциал,  – скалярный потенциал,  – завих-
ренность. Итоговая постановка задачи моделиро-
вания течения методом двойного потенциала
представляется уравнениями и условиями:

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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(9)

(10)

При моделировании двумерного потока нену-
левым остается только z-составляющая вихря и,
как следствие, векторного потенциала. Тогда,
опуская обозначение координатной составляю-
щей, уравнения (3), (4) принимают вид

(11)

(12)

Выражения для компонент вектора скорости
принимают вид

(13)

Граничные условия (7) и (9) и начальные усло-
вия (10) принимают вид
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В итоге при решении задачи в плоской двумер-
ной постановке используются уравнения (6),
(11)–(13) с граничными условиями (8), (14), (15) и
начальным условием (16).

Основное преимущество сформулированного
выше метода двойного потенциала для расчета
внутренних течений вязкой несжимаемой жидко-
сти состоит в гарантированном выполнении усло-
вия (2), отсутствии переменной давления и про-
стоте задания граничных условий на векторный
потенциал.

Для реализации метода двойного потенциала
была разработана оригинальная численная схема.
Схема основана на методе конечных объемов, в
качестве которых выступают ячейки сетки. В ка-
честве сеток в трехмерном случае могут выступать
как декартовы структурированные сетки, так и
сетки, состоящие из многогранников с числом
вершин от четырех до восьми. В двумерном вари-
анте также могут использоваться декартовы сетки
и сетки, состоящие из многоугольников с числом
вершин от трех до шести. Для аппроксимации
пространственных операторов типа конвекция–
диффузия применяется экспоненциальное пре-
образование вектора потока. Построенная схема
реализует метод двойного потенциала в трехмер-
ном случае, а также его следствие в двумерной по-
становке.

В качестве примера приведем следующий рас-
чет. Рассмотрим геометрию расчетной области, в
двухмерном случае изображенную на рис. 1, на-
правление потока схематично указано стрелками.
На входном отверстии задано течение Пуазейля,
на стенках – условие прилипания, а на выходе –
мягкое граничное условие.

Для чисел Re = 10, 100, 300, 500 были получены
распределения модуля скорости посредством
описанного метода и Ansys Fluent, изображенные
на рис. 2, 3, показывающие высокую степень со-
гласованности результатов, различие не превы-
шает 1%.

Расчеты производились на декартовой сетке,
содержащей 6912 элементов. Шаг по времени
принимался равным 1.08503е-4. Стационарное
состояние потока установилось спустя 66300 для
Re = 10, 212500 для Re = 100, 439600 для Re = 300,
681100 для Re = 500 временных шагов.

В заключение отметим, что в рамках метода
двойного потенциала нами предложена новая
численная методика решения уравнений типа
конвекция–диффузия для расчета завихренно-
сти, которая обладает гарантированной устойчи-
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ПОЛЯКОВ и др.

Рис. 2. Распределение модуля скорости для Re = 10 (а) и Re = 100 (б), рассчитанное методом двойного потенциала
(сверху) и с помощью Ansys Fluent (снизу).

(a)

u_mod: 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 u_mod: 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

(б)

Рис. 3. Распределение модуля скорости для Re = 300 (а) и Re = 500 (б), рассчитанное методом двойного потенциала
(сверху) и с помощью Ansys Fluent (снизу).
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востью. Данная методика обобщается на случай
использования конечно-объемных схем на нере-
гулярных сетках достаточно общего вида. С прак-
тической точки зрения методика в целом позво-
ляет решать прикладные задачи экологии, напри-
мер, задачи очистки водной среды от примесей
тяжелых металлов.
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THE DOUBLE POTENTIAL METHOD FOR MODELING
THE INTERNAL FLOW OF AN INCOMPRESSIBLE VISCOUS FLUID

S. V. Polyakova, T. A. Kudryashovaa, and N. I. Tarasova

a Keldysh Institute of Applied Mathematics of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS B.N. Chetverushkin

The problem of numerical modelling water purification from iron impurities is considered. The cleaning task
is relevant for many industrial applications, including the development of new cleaning methods and devices
for the preparation of ultrapure water. The performed mathematical study is associated with the calculations
of the water f low and the transfer of contaminants in the treatment system for real geometry. In the work, a
new numerical approach to solving the problem is proposed; the corresponding calculated data are obtained.
The analysis of the results showed that they have a good agreement with the calculation results of the ANSYS
CFD package.

Keywords: double potential method, water purification, mathematical modeling
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